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1. 

Ueber den Ausdruck der verschiedenen Wurzeln einer 

Gleichung durch bestimmte Integrale* 

(Vom Herrn Frof. JacobL) 



1. 

Xm Isten Bande der Memoires des savans ^trangers vom J. 1806 hat 
Parseval die Lagrangesche Reihe^ welche die Wurzel einer gegebe- 
nen Gleichung ausdrückt , durch Hülfe bestimmter Integrale zu summi- 
ren^ und die von ihm so gefundene Formel auf directem Wege zu be- 
wösen versucht. Später hat Bessel in den Abhandlungen der Berliner 
Afadeznie Tom J. 1816 — 17 eine berühmte Anwendung der bestimmten 
Ixtegrale auf das Kepler sehe Problem gemacht. Da neuerdings die 
xxerkwürdigen Formeln, welche Cauchy im 19ten Hefte des poljtech- 
nschen Journals gegeben hat, wieder die Aufmerksamkeit der Analy- 
sen auf diese Art, die verschiedenen Wurzeln einer Gleichung zu be- 
simmen, gelenkt haben^ so sei es mir vergönnt, die von Parseval an- 
ipfangenen Untersuchungen wieder aufzunehmen und zu vervollständigen. 

2. 
Es sei eine Function /(^) in eine convergirende Reihe entwickelt, 
on der Form : 

J -t- A'cosx -f ^"cos2^ + ^'"cos3^ + ^tc. 
+ B' smx H- B" sin 2x + 5'" sin 3a: + etc , 
so hat man bekanntlich, wenn man sich der von Fourrier eingeführ- 
ten Bezeichnung der bestimmten Integrale bedient: 

A^""^ = — / f{x) cosnx dxy 

J3W = — rf{x)ainnx dx. 

Diese Formeln folgen sogleich aus der Betrachtung, dais 

oosmx Binnxdxzss, o. 

r 

CreUe'a Jonrnil. IL Bd. 1. Hft. 1 



/ 



2 Jacobif jiusdruok der JFurzdn dunh bestimmte Integrale. 

dab ferner^ wenn m und n ungleich sind, auch 

/ Qosmx Qosnx dx^=iOy j sin/72a;sin/2:r da;=: 0^ 

hingegen, wenn w=/7, beide Integrale =2r werden. Der Fall j7i=/2 = o 
macht eine Ausnahme^ indem man dann 2 t statt 7C erhält^ daher auch 

Diese Methode der Coef£cientenbestimmung in der Entwicklung der 
Function /(^) findet sich zuerst in einer Abhandlung von Euler, vom 
J. 1777, die aber erst im J. 1798, im Uten Bande der Nova Acta be- 
kannt gemacht wurde, und deren sich seitdem mehrere Analysten zu 
jener Coefficientenbestimmung bedient haben. Umgekehrt sieht man» 
da&, so oft eine Function fix) auf andrem Wege in convergirende Rei- 
hen von der angegebenen Form entwickelt werden kann^ dieses zur Werth* 
bestimmung der Integrale 

/ f{x) Qosnx dx y I f{x)&innx dx 

dient. So oft aber im Allgemeinen sich eine Function (P(^) nach den 
positiven oder negativen Potenzen von x^ oder nach beiden zugleich^ in 
eine convergirende Reihe entwickeln läfst^ erhält man^ indem man stitt 
x den Ausdruck 

re^*"^""* = r {cosx ±, sin >r /* — 1) 

setzt, für die Function (P(r^*'^""*) eine Reihenentwicklung, die nach 
den Vielfachen der Sinus und Cosinus des Winkels x fortschreitet, und 
die immer convergirt, wenn r sich zwischen denselben Grenzen befindet, 
in welchen x bei der Entwicklung der Function (p(^) enthalten seit 
miilste, damit die Entwicklung eine convergirende Reihe gäbe« Jedi 
solche convergirende Reihenentwicklung von (P(^), nach den Potenzen 
von Xj führt uns also zur Werthbestimmung der Integrale 

y^^(P(r^*V-i) cos/2a; dx, f^^iT^'"^''") »in/iar dx. 
Die Combination dieser giebt die bestimmten Integrale 

'^ ^(t>(re+°^— ) — (P(rc-*T^-')1 cos 



/ 



___ -> . nxdx, 

aus welchen die imaginären Gröisen verschwunden sind. 
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Man wird also^ wenn die Function (P(^X je nach den ver- 
schiedenen Grenisen^ innerhalb welcher sich x befindet^ an- 
ders entwickelt werden mufs^ damit man conver^irende 
Reihen erhalte, für jene bestimmten Integrale^ nach den 
verschiedenen Werthen von r, oft wesentlich verschiedene 
Resultate erhalten müssen. 

3. 

Es sei jetzt (f)(x) der Logarithme eines Polynomiu ms 

ö + Ä^ + ^^ + rf^' + •••• + ^• 
Es seien femer 

X — a', X — a", X — a'", . . . .y x — a^^ 
die Factoren dieses Folynomiums^ so ist sein Logarithme gleich der 
Summe der Logarithmen dieser einzelnen Factoren. Diese einzelnen Lo- 
garithmen müssen nach den verschiedenen Grenzen , in denen x enthal- 
ten ist, verschieden entwickelt werden ^ um convergirende Reihen zu ge- 
ben. Denkt man sich nemlich^ es seien die Wurzeln 

d f Od y OL f ••••y (V^^ 

so geordnet, wie sie ihrer absoluten GröTse nach auf einander folgen, 
d. h.: ohne auf das Zeichen zu sehen, und bei einem Paare imaginärer 
Wurzeln nur Rücksicht genommen auf die Quadratwurzel ihres Products : 
so müssen im Allgemeinen 

1) wenn x gröTser ist als alle Wurzeln^ alle Logarithmen nach ab- 
steigenden, 

2) wenn x kleiner ist als alle Wurzeln, alle Logarithmen nach auf- 
steigenden, 

3) wenn o: im genannten Sinne sich zwischen den Wurzeln uf^^ und 
^C*+o hefindet, die Logarithmen 

log(;r — aO, log(a: — a% . . . ., log(x— a^^^) 
nach absteigenden, die übrigen nach aufsteigenden Potenzen von x 
entwickelt werden, damit man convergirende Reihen erhalte. 

Setzt man nun in 

(P(X) = log (ff + ÄO? -f- €X^ -j- . . . . + Ä^) 

statt X den Ausdruck r^-*^""', so erhält man 

log{(ö+Är cos X + cr*cos 2x +....+ r^ co$pxy+ (br sin xi- cr*sin2ar+....+ r^sinpxy}, 

1* 
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welchen Ausdruck wir mit Iog(£^-f~^^ bezeichnen wollen. Will man 
die unter dem Logarithmenseichen begriffene Function entwickeln^ 00 
erhält man £^ + ^* = 

ö* + 4« r* + c* f^ + r*P 
+ 2r cos ;r (ab + bcr^ + cdr^ + ®*^* • • • •) 
+ 2r'cos2j;(ac + 4rfr*+cer* + ^^c* ••••) 
+ 2/^ cos3;r (arf + ber* + ^A* + etc ) 

Aus dieser Formel erhellet im Vorbeigehen ^ dars> wenn eine Reihe 

f(x) = a -j- ^*^ 4" ^^ + rf x^ 4" ®*<J» 
gegeben ist^ die Reihen 

c«+ i* r* + cV* + d*/^ + etc-, 

ai + 4cr* + crfr* + ^^'^ + etc., 
ae'\'bdr*+cer^ + dfr^+ etc.. 



• 



sich ausdrücken lassen durch die bestimmten Integrale 



5. 

Die coBTergirende Reihenentwicklung von Iog(£^ + '^ Si«ht» 

1) trenn r gtö£ier ist als «lle Wuweln o', o", o'", . . . ., tt*>: 

/ilogr»— 2S^(^ cos X + 1^ cos2x + i^ cos3x + j^c<»4x + etc.)} 

2) trenn r kleiner ist als alle Warsein a'> a"> a"', , a^': 

löge*— 22^(^ cosx + ^ cos2x+ ^ cos3x + ^ co«4x + etc); 

3) wenn a^*^ ^ r ^ a'^'*''^ in dem angegebenen Sinne: 

»logf»— 22;(f cesx + iJcos2x+^cos3x + ^co$4x+etc.) 

wo man unter S^^'C^) ^* Summe der Ansdiucke Terstdit, die etlMl- 
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ten werden, wenn man in ip(a), statt a, nach einander, a^'*^ a^"*^', 
a^''^>, ...., a^"^ setzt. 

Nach diesen 3 verschiedenen Fällen erhält man 

1) /»logr*j 2) loga'j 3) iHogr«+ log a(»+»> + log a<^>* +....+ log a^'j 

-- ^ f''los(U*+F')cosnxdx = 

m 

3) ~ («'" + «"" + «'''' + .... + a^*0 

6. 
Es ist bekanntlich 

av^-i = Are. lang.-. 

Hieraus folgt 

5^ log(p (r^« V-«) _ iog(p(r e—V-O 

— A f brsma:'\' cr^ Bin2x'-^ . .. .^rPsinpx 

"^ * °* a -|- fr»* cos x-j- er* cos 2a? -]-.... -J-rPcospo?' 

welches wir mit Are. tang. -yj- bezeichnen. Man erhält so 
Arctang.^ = +Arc.taDg. ^^^^^_^, +Arc.taDg. ^^^^^_^, + 



• • 



r Bin 30 



Arc. tang. ttt . 

rcoso? — ar^' 

Die convergirenden Reihenent Wickelungen für Are. tang. jr- geben nach 
den verschiedenen Fällen: 

1) />x + S^ (^sinx+^sin2x+^sin3x+^sin4x+ etc.), 

2) ~2^(-^sinx+^sin2x + ^sin3x + ;^sin4x+ etc.), 

3) *x + s[(^sinx+^sin2x + jpysin3x + ^* 8in4x+ etc.) 

— ^x(s-Mnx+j^sin2x + j^sin3x + ^ ^^)- 



810 nx 
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Bemerkt man femer, daCi durch theil weise Integration: 

P . * xfio%nx I 1 /* « ^ xto%nx • 

IxsinnxBx = -| Jcosnxdx = 1- 

nj.^ n^ 

WO das obere Zeichen gilt, wenn n ungerade, das untere, wenn n gerade 
ist, so findet man: 

1 r^ V 

—J Arc.tang.|^sin/ixdx = 

^^ ~Tt + ^ + ^ + --- + ^T 



n ' /zr" 



7. 

Für den 3ten Fall also, wenn der absolute Werth von r zwischen 
den absoluten Werthen von a^*^ und a^*+*^ fällt, findet man aus §. 5.: 

aus §■ 6.: 

4- 2it -j / Are. tang« yrp sin ^t X d X. 

Die Combination beider Formeln giebt 

a'*4. a"" + a'"" + .... + a^^^' = 

-«- * r" + y;^ / (sin 72 X Are. tang. 7- — cos « x log /"(iT" + V^)\ d x; 



7* "T" -^ffc**'»» + •••• + 



aCi+o» T a^*+«r -1 r ^.^)» 



— r» 2Är' 



2^y[^(sin «X Are. tang. ^ + 00s /2x logir(£7*+r'))öx. 
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Nimmt man eine neue GröCse r^ so, daCs ihr absoluter Werth zwischen 
den absoluten Werthen von a^*"*^ und aS^^ liegt, so erhält man dadurch^ 
dafs man in d^n bestimmten Integralen r^ statt r setzt, die Werthe von 



halt man die Werthe von a^^^* und "Tjyi^ als die Differenz zweier be- 



Nimmt man die Differenzen dieser Ausdrucke und der vorigen, so ar- 

1 

stimmter Integrale, die blols in einer Constante (r, rQ von einander dif- 
feriren. Wir haben also das merkwürdige Beispiel eines bestimmten 
Integrals, welches ganz verschiedene Wei'the erhält, nach den Grenzen, 
in welchen eine Constante desselben eingeschlossen ist, und in welchem 
zugleich der individuelle Werth dieser Constante gänzlich verschMrun- 
den ist« Bezeichnen wir das bestimmte Integral, welches uns den 
Werth von 

a'" + a''" + a"'" + •-•• + a^*^' 
giebt, mit 

/>(r)ax, 

Kß —TT 

und das Differential von F(r), nach r, mit l^(r), so können wir die ge- 
fundene Formel auch so ausdrücken,, dafs die nie Potenz der Wurzel a^^^ 
gleich ist dem doppelten Integral 

^F'(r)dxdr, 

das Integral in Bezug auf x, zwischen den Grenzen — -v und -{-;r und 
in Bezug auf r, zwischen willkürlichen Grenzen genommen, die blofs der 
Bestimmung unterworfen sind, dafs zwischen ihnen, was ihre absolute 
GröCse betrifft, nur die einzige Wurzel a^*^ liege. Im Allgemeinen wird 
jenes bestimmte Integral die Summe der nien Potenzen aller der Wur- 
zeln geben, welche zwischen den willkürlichen Grenzen liegen, so dafs 
also, wenn zwischen ihnen keine Wurzel liegt, dieses doppelte Integral 
immer wird, zwischen den Grenzen r=0 und r=(X) aber, gleich der 
Summe der nien Potenzen aller Wurzeln sein wird. Solche Integrale 
zwischen willkürlichen Grenzen sind in den neuesten Zeiten öfters zur 
Sprache gekommen, und haben durch die Arbeiten von Cauchy und 
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riervitt; FanBad den Woiäi einer FmctiDii ans judina r e p tt, VazuheäB 

tin» Jlk; Ink^rakiy iuBfisiig mf o, ^ y, etc^ irwiKdian denGrenaen — s 
imd ^4* ^"^ «i nehnies ttnfl, m Besiig anf a^ i^ ^ etc. iiber^ nrifichen ^«riD- 
LäfSifilifiB Gre uge iiy £k; mir da&irdk lieüimmt nad, 2ab i^aiMJ iB ii üniea 
üt Abl, GtüEkii Zy ^^ Xy etc. crthmhfn 'Werlfae üe^eii. Ist dieses nicht 
der F11D9 so wird diis Intcigral immer Terscfawinden. Die Bciracfatnng 
tslrfta- IntegFkk:, die eine eagenflrimiirihy Anahrsis erfordert, dnrfo xiel- 
Iflkdii warn den liier gegid»enea Formsiay die eine dmtdiw^ siciierefiBBS 
gp Tithyeaj etnigen Vortbeal isifdifBi. 

Ic3i wifl mir nfx:3i lieDtierkeD, dals man ans den gegebnen Fonnefai 
f ftgU>^^ ancli den Wertii jeder Fnnction einer Wnrad ak bestimmtes 
lüif^i i1 eaAiJÜL Es ist femer an bemei^en, dab die imaginären Wnr- 
aefai nicht Beßaü^ sondern mir die Potenzsnnunen eines Paars anf diesem 
Wege gefunden werden können, worans man dann {reilicli auf mannich- 
iaidie Weise diese selbst darstellen kann. Um die Grenaen dieser Ab- 
bandhtng nicht anssndefanen, enthalte ich mich alles ^weiteren Detaüsj 
bdudte mir aber ror, anf diesen Gegenstand •^'^^^«"V^^^ftn. 



2. 
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Sphärische Poljgonometrie« 

(Vom Henip Joseph L, Rabcj Verfasser der Abhandlung No* 26. im ersten Bande 

dieses Journals.) 



1 

5 seien X^^ Y^y Z^ drei aufeinander senkrecht stehende Coordinaten^ 
axen. Die Goordinaten irgend eines Punctes gegen dieses festgesetzte 
Coordinatensystem wollen wir durch x, y^ z vorstellen. 

Hat man nun ein zweites Coordinatensystem X^^ Y^^ Z^\ wo die 
Lage dieses neuen Coordinatensystems gegen das Vorhergehende dadurcli 
bestimmt wird^ dals beide Systeme denselben Ursprung haben ^ und die 
Aze der X^ mit der Axe der X^ den W^inkel a^\ so wie die Ebene 
der -Xi Ji, mit der Ebene der X^Y^^ den Winkel h^ bilden j dann hat 
man^ wenn die Goordinaten des bereits erwähnten Punctes, auf dieses 
neue Coordinatensystem bezogen , durch ^^, u^, ^^ bezeichnet werden, 
durch eine Transformation der Goordinaten folgende Gleichungen: 
X = Jo^^^^o — t^oSinOo \ 

y = ^^ sin öTo cos 4o + t^o cos öTq cos 4o — ^o^^^*o/ ^ • W« 

z = 1^, sin Oo «in b^ + Uo co« ^^ sin h^ + \^ cos b^ 
Diese Gleichungen zeigen also den Uebergang an, von dem Coordinaten- 
system Xj, JTi, Z^ auf das Coordinatensystem X^^ J^, Z^. 

Denkt man sich nun noch ein drittes Coordinatensystem X^^ Y^^ Z^^ 
von der Art, daft der Ursprung derselbe geblieben ist, und die Axen der 
X^ und X, den Winkel a^ bilden, und die Ebene der X^Y^ und X^JF^ 
den Winkel b^ bilden, und sind die Goordinaten desselben Punctes, auf 
dieses neue Coordinatensystem bezogen, durch ^^, u^, ^, vorgestellt j dann 
hat man durch folgende mit den Gleichungen («) analoge Gleichungen 
g^ = gjCOSflfx — u^sinö^, 
\)q =x= ^jSinflfxCOsii + UjCösflfiCOsii — ^^sin^i, 
^^ =s ^^ siniXi sin b^ + 1;^ cos flfi sin b^ + ^^ cos b^ , 
den Uebergang von dem Coordinatensystem X», Y^^ Z^ auf das X,, J^, 
Z^. Will man aber den Uebergang von dem Coordinatensystem X^j 
J^j Z^ auf das Xo, T^, Z^ haben, so substituiren wir die hier aufge- 
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fteDteo Wertbe für ^^ , v^, ^ in den Gleidniiigra (0), wodnrcli aicli &I- 

geode Oleichungeo er^ben: 

X =5 ^ j ^co6 a,, C06 er, — ßio ö^, aio c, cos i J 

— v, /co6 a^ «10 ff, -j- sio ffj^cos ff, cos 4 J 
4- ^, aioffoWo^i, 

y ac I j [ ^WD ff^, cos ff i -f- cos ff j, sin a, cos i J cos b^ — sin ff, sin i, ßin io] 

— v^ [Csin fft, SJD ff , — cos o^ cos ff, cos i j cos A^ + cos ff, sin i, sin &„] 

— ^, [sin 0^ coslfj^ 4" wn b, cos i^, cos ff J , 

£ iB^^j [^sinffgCOSff^ + COSffo^OffiCOS/^^;siD£o+ ^l^^i^^i^^^^cj 

— ' Vj [(sin ffo sin ff, — cos ff<, cos «, cos 4,y sin b^ — cos a^mniiCMi^ 

+ ^i l ^^^ ^t' ^^^ ^* — *** *o*i» ^* <50s ff J. 

Hat man nun noch ein riertes CoordioatensjsteBi X39 J^^ i?s9 ^^ 
derselbe Ursprung der Coordinaten ist , als in de» roriiergelieBAen Sj« 
ftemen^ und wo ff« und b^ für die Axen der X^^ Y^ und ^^ J', diesel- 
bea Bedeutungen baben als ff^ und b^ für die Axen X^^ T^ und ^9 T^, 
oder als ff^ und b^ für die Axen JT,^ Y^ und X^^ l^o? und Bemer, anakg 
ttiit der vorbergebenden ße^icfanungsart^ 1^^ ifj^^ ^^ die Coordinateli des- 
selben Punctes, auf dieses neue Coordinalensyslem beeogen^ bo lut maa 
jsuerst folgende mit (ff) analoge Gleichungen: 
it « ^,cosff, — t;,sinff,, 
V. Ä= |^sinfftCos6f + i;sC0SfftC0s6t — ^sini,, 
1^ = 1^ sinff, sin 4, + v^cos ff, sin *» + ^ sin 4,, 
welche den Uebergang von dem Coordinatensjsteme X39 JT^, Z^ auf das 
^•f JT«^ Z^ ausdrücken« Eben so drücken folgende mit (ffO aaakge 
Gkichufigen: 

^ s=5 ^ (cos ff, cos ff t — sinff^sinfftcos^t) 
— t>, (cos ff, sin fft + sin ffj cos ff« cos b^ 
^^'^ sin ff, sin*,. 



- wr(s 

— v.|(s 



inff, cos fff -|- cosffs <in ff« cos b^ co§b^ — siaff« sin 6. sin^J 
in ff ft sin fft — cos ff, cos ff« cos 6«) cos 6^ + co^ ^t ^^o ^s ^in ^i] 
In *, cos 6« -|- cos 6, sin 6« cos ff,] 

in ff, cos ffg -|- cos ffft sin ff« cos b^ sin 6^ -f* *^^ ^% ^^^ ^t co< ^1] 
inff. sin ff« -—cos ff, cos ff« cos &«) sin 6k — 00s ff« sin 6« cos *,] 
+ ^[cos*, cos^t — sin 64 sin 4« cos ff, J 

de0 Uebergang von dem Coordinalensyslem X,, r,, ^,%ufdasX,, Y^^Z^. 

Kliminirt man endlich aus den letzten drei Gleichungen und den Glei- 
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chungen des Syatems (ä) die GroTsen |^, t^o^ ^^ fio erhält man fSr den 
Uebergang Ton dem Coordinatensjfitem A'^^ JT^, Z3 auf das zuerst fest<* 
gesetzte Coordinatensyst^m X^, y^, Z^ folgende Gleichungen: 

«s=^[(Cpt #2 coi «g— f in «X sin a, cosi^) ^* ^o*~~ (*i^ 'x co< ^2+ co« a^ sin m^ cosfrg) cos^gSin a^*^ 

4* sin a^ sin &2 sin &, '■'' 'ol 
«• V2t(co8 «1 sin Aj-f- sin Aj cos a^ coib^ cos aQ— (sin a^ sin «2 — cos a^ cos ag C0S&2) cos&^^in Aq 

— costfs^ii^^i^^'^^z^^'^'o] 
+ (s[(*i° ^i ^^^ ^2 "t" ^^^ ^1 '^<^ ^2 ^^* ^i) ^^° ^0 + s^<^ '1 'IIB ^2 ^<>3 'ol » 
^fis^[(cot Ox C&S4I2 — 9m Ol sin «2 <^* ^2)^^* ^0 ^^^ ^o "~ (sin«j cos «ig 4* costfi sina^ COS&2) 
X (sin h f sin h^ -^ cos & , cos ^o cos a^) — (sin &o cos 5| 4~ cos &o sin h^ cos a^) sin a^ sin frg] 
*- V2[(cos a^ sin «2 + cos 02 *^° ^1 cos ^g) cos &o sin Aq — (sin a^ sin «2 — cos a^ cos 03 cos ^2) 
>c(sin ftj siA 5o — cos h^ cos ft^ cos Aq) + ('i'^ ^o cos (^ -f cos ^q sin h^ cos 02) cos 02 *■" ^al 
H'CaC^^B^o'^'i •tn^aC08&o'~(>^°^xCOs52 + cos&2sin&2 coSai)cos5oCosAo 

— (cos 5, cos &2 — sin &^ sin h^ cos a,) sin &0I > 
2 = ^[(costtj cos 02 — iin«x 'i<^ '2 cos ^2) *ii^ ^o s>n ^0 + (^>i^ ^i cos a.^ + cos a^ sin a^ cos (2) 
X (sio &2 cos &o 4* cos ^x s^^ ^0 cos Aq) -|- (cos &o cos hl — sin h^ sin & j cos Aq) ^>i^ ^s ^^^ ^2] 
— V2[(cos a j sin a^ -(- sin «x cos a^ cos ^2) ^^ ^o ^^^ ^0 + (^i^ ^z *'<^ '2 — cos a^ cos a^ cos ^2) 
xC^'b^j cos &o "f cos &x sin ftocosa^) — (cos&o cos &i — sin &o ^^^^ ^x cos a^) cosa^ s^Q ^%\ 
^ X% [flinaosin a^ sin&g ^^^ ^0 —(sin &, cos h^ + cos^j sin^^ cos a^^ cos a^ sinh^ 

•4- (cos ^2 COS 62 "*" ^^i^ ^x sin ^s CDS a^ cos &o]« 

Wir haben bisher gezeigt, wie man von einem Coordinatensystem 
auf eine Reihe von auf einander folgenden Goordinatensystemen,* wo im- 
mer ein jedes folgende Coordinatensystem auf eine ähnliche Art von 
seinem nächstvorangehenden abhängt, übergehen kann; pihn kann übri- 
gens die Anzahl der auf einander folgenden Coordinatensysteme nach Be* 
lieben vermehren, und so wird es nach dem bis jetzt Vorgetragenen keine 
Schwierigkeit haben, aus den gegebenen Coordinaten irgend eines Puno- 
tes gegen ein Coordinatensystem die Coordinaten desselben Punctes gOi- 
gen was immer für ein verlangtes System zu finden. 

2. 
In dem Vorhergehenden legten wir ein Coordinatensystem JT^, Y^^ 
Zo 2u Grunde, und bestimmten gegen dieses die Lage eines zweiten 
Coordinatensystems X^y JT^, Z^\ dieses letztere ist dadurch hervorgegan- 
gen, dals die Ebene der X^Y^ um die Axe der X^y als um eine Dre- 
hungsaze, einen Winkel b^ beschrieben hat, wodurch sie die Ebene der 
X^Y^ wurde; die Durchschnittslinie . der Ebenen X^Y^ und X^Y^ ist die 
Axe der 2^, und die Axe der X^ beschrieb in der Ebene der X^ Y^ um 
den Anfangspunct der Coordinaten, als um einen Drehungspunct, einen 
Winkel a«. Man sieht also, dals während dieser Axen Verschiebung ir- 

2* 
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gend ein Punct m in der Aze der x einen Bogen a^ beschrieben hat, 
während dals ein Punct n der Axe der z einen Bogen b^ zurückge- 
legt hat. . 

Der Winkel der Coordinatenebenen X^Z^ und JT^Z» ist gleich dem 
Winkel der Coordinatenebenen YoZ^uniY^Z^ und gleich «oi die Ebenen 
der Tq^o und YoZ^ fallen aber zusammen ^i und so bilden demnach die 
Ebenen der JT^Z^ und JT^Z^ ebenfalls den Winkel a^. 

Bei der zweiten Transformation bewegt sich die Ebene der X^ Y^ nach 
derselben Richtung, um die Axe der X^ als Drehungsaxe, um einen 
Winkel i», wodurch dann die Ebene der X^Y^ in die Lage der Ebene der 
X^Y^ fallt Die Durchschnittslinie dieser beiden Ebenen oder die Axe 
der X^ bewegt sich ebenfalls nach derselben Richtung, wie in der ersten 
Transformation, in der Ebene der X^Y^ um den Ursprung der Goordina- 
ten um einen Winkel a^. Betrachtet man nun zugleich die Bewegun- 
gen der beiden Puncto, die wir so eben durch m und n bezeichnet ha- 
ben, während dieser zweiten Transformation, so sieht man, dafs m einen 
Bogen a^j und n einen Bogen ^. beschrieben hat. Die von dem Puncte 
m gebildeten Bog^^n gröTster Kreise irgend einer Kugel schliefsen einen 
Winkel b^ ein, nach der gemachten Voraussetzung; und die beiden von 
dem Puncte n gebildeten Bogen gröTster Kreise b^ und b^ irgend einer 
andern Kugel schliefsen einen Winkel a^ ein; denn nach dem Vor- 
hergehenden bilden die Ebenen T^Z^ und Y^Z^y in welche die Bo- 
gen ^o und b^ fallen, ebenfalls den Winkel a^. Es läfst sich eben so 
leicht zeigen, dafs bei einer nochmaligen Transformation der Punct m 
den Bogen a^ eines groTsten Kreises beschreiben wird, wo die Bogen a^ 
und flr, den Winkel b^ bilden^ und der Punct n einen Bogen b^ beschreibt^ 
so dafs b^ und ä^ einen Winkel a^ bilden. 

Fährt man fort mit dem Verschieben der Coordinatenaxen ^ so 
sieht man, dafs die Puncte m und n (falls die Distanzen Ton m sowohl 
als von n bis zu den Ursprungs-Coordinaten , während der ganzen Bewe- 
gung der Axen, constante GröTsen sind), zwei sphärische Polygone be- 
schrieben werden, wo die Seiten des einen gleich sind den ana- 
logen Winkeln des andern, und umgekehrt. 

Setzt man das Verschieben der Goordinaten endlich so lange fort, 
bis dals das ursprüngliche Goordinatensystem hergestellt wird^ dann kom« 
men die Puncte m und n ebenfalls in ihre anfangliche Lagen; sie he* 
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schreiben daher geschlossene sphärische Polygone von den so eben er* 
wähnten Eigenschaften. 

Da aber die Existenz dieser zwei Polygone von der GroTse der 
Distanzen der Puncto m und n von dem Ursprünge der Goordinaten un- 
abhängig istf so werden auch diese zwei Polygone bestehen^ wenn man 
die Distanzen gleich grois annehmen wirdj es finden ^aher die obigen 
zwei Polygone auch bei einer Kugel Statt. 

Da aber die Winkel der Polygone, welche von den Puncten m imd 
n beschrieben werden > alle nach, derselben Richtung der Seiten zu neh- 
men sind 9 so sind diese Winkel als äulsere anzusehen. Nun ergänzen 
sich beständig die inneren und äufseren Winkel zu 180^, daher spricht 
sich die obige Eigenschaft auch folgendermafsen aus: Zu einem jeden, 
auf einer Kugel von gröfsten Kreisen gebtldeten Polygon 
läfst sich noch ein zweites Polygon auf derselben Kugel 
auffinden, dafs eine Seite des einen Polygons, mehr einen 
correspondirenden innern Winkel des andernPolygons, sich 
zu zwei rechten Winkeln ergänzen, und umgekehrt. 

Dieses zweite Polygon, welches nach dem Vorhergehenden TOn dem 
Puncto n gebildet wurde, wird, da der Punct n den variablen Pol für die 
variable Ebene der xy abgegeben hat, vorzugsweise Polarpolygon 
genannt. 

3. 

Wir wollen nun das bisher Vorgetragene auf die Auflösung der 
sphärischen Polygone anwenden. 

In dem Mittelpuncte einer Kugel denken wir uns den Ursprung 
eines rechtwinkligen Coordinatensystems, und auf der Oberfläche dieser 
Kugel befinde sich ein aus gröfsten Kreisen derselben gebildetes, aber 
noch nicht geschlossenes Polygon^ das festgesetzte Goordinatensystem sei 
dasselbe, welches wir in No. 1. durch 3^, Yoj Z^ vorgestellt haben ; 
die Ebene der Xo Jj, g^he durch einen der gröfsten Kreise des Polygons, 
welchen wir durch A bezeichnen wollen ; die Axe der ^ gehe durch 
den Durchschnittspunct der Seite A mit einer ihr nächst folgeuden Seite 
des Polygons und durch den Mittelpunct der Kugel. Diese nächst fol« 
gende Seite, so wie alle auf dieselbe folgenden Seite des Polygons, wer^ 
den wir, der Ordnung* nach, durch 

^0> ^\y ^%y ^5 9 ^4 9 ^6 9 ^6> ^79 W- ^ "W- 
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t^nUSkoky ebtn so werden di» Gn&en 

Ky ^17 ^2f *3f *4> ^59 *Ä> i?» «• * W. 

die Winkel TorsteHen, welche der Ordmui^ nach: 

^ mit 0«, 0o 11^^ ^19 ^i ^^ ^9 ^ >i^ ^99 Q- s. w. 
hiUen; alle diese Winkel sind nach derselben Richtung der Scitea sa 
adimen* 

Sind nun die Coordinaten des Dorchschnittspfiinctes der Seiten m^ 
nad ffi S^S^^ ^^ festgesetzte Coordinatensystem x^^ j^j x^, sc hat man, 
wenn r der Halbmesser der Kugel ist: 

y = rsin0«cos6o9 
£ ^ rsunr^sin&o* 
Die Coordinaten des Dorchschnittipmictes der Seiten e^ nnd a^ ge^ 
gen dasselbe Coordinatensystem X^^ Yoj Z^ seien x^y y^, z^. Um diese 
sa erhalten y denke man sich dieselbe Transformation mit unserem fest* 
gesetzten Coordinatensystem^ wie wir Ifo. 1. thaten, nemlich man denke 
sich die festgesetzte Ebene der X^Y^ tun die Axe der ^ als Drehnng»» 
aze einen Winkel b^ beschrieben, und in diese Liege der Ebene der 
^Yo Terschieben wir die Axe der X^ um den Winkd a^y so wird 
man haben, wenn |^ , v^f ^ die Coordinaten des verlangten Pnnctes gegen 
das so eben durch Transformation erhaltene Coordinatensystem bezeichnen: 

^ = rcosa,, 
Vo = rsina^cosb^y 
^ = r sin <r^ sin 6j • 
Geht man nun auf das ursprüngliche Coordinatensystem zeruck, 
und zwar mittelst der Gleichungen (a) aus No. 1., so wird man haben, 
da die dortigen Grö'isen a^^ b^y a,, b^ gleichbedeutend mit den hier tm- 
ter denselben Buchstaben yorgestellten Grölsen sind, und eben so die 
Coordinaten ^^ ti^, ^ hier und dort gleichbedeutend sind, wenn man 
die dortigen Coordinaten Xy y, z in x^y y^y z^ yerwandelt: 
Xgzszr [cos Qo cosa^ — sina^ sin«» cosäJ \ 

yx=^r [(sin a^ cos a^ + cos a^ sin ö, cos b^ cos b^ — sin o^ sin *» sin Ab] / • • • («)• 
Zj = r[(smao cosflr^+ cos^o^it^^i cosÄJ sinÄo+ sine, sinÄ, cosäJJ 

Für den Durchschnittspunct der Seiten a^ nnd 0^ seien die Coordi- 
naten gegen das erste festgesetzte Coordinatensystem X^y Y^y Z^^ x^, 
y%9 ^%'f M wird man die Werthe dieser Grölsen erhalten, wenn man 
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eine sweifftohe Transformation der Goordinaten Yomebinen wird, wie wir 
die zweite Transformation in No« 1. Torgenommen haben. Sind ^^^ v^^ ^^ 
die Goordinaten des besagen Durchsohnittspunotes gegen das durch xwei- 
&che Transformation erhaltene Goordinatensystem^ so hat man ebenfalls: 

. I. = rcosflf., 
v^ = rsina, cos^ay 
^, =s r sin o» sin*«. 
Setzt man in die Gleichungen (a^) aus No. 1. an die Stelle von 
0^ y, z die ihnen gleichbedeutenden GröTsen x^, y^y z^y so hat man, da 
ebenfalls dieGröIsen ^07 t^o> ^9 ^09 ^19 o^> Ky ^19 K9 ^^^ dort mit denen 
Ton hier gleichbedeutend sind: 

(cos a^ cos a^ — sin a^ sin a^ cos b^ cos a^ 

— (sin Ol cos Oft+ CO*"* ^x sin o» cos b^ sin Oo^os 4^ 
-f- sinOoSin^iSinOgsin^s, 

(cos Ol cos o, — sin o^ sin o^ cos 4«) sin o^ cos b^ 
y,= r / — (sin Oj cos o^-j- cos o^ sin o, cos 4a)(sin ä^ sin b^ — cos^oCOS^^cos o^ J. . . (pf). 

— (sin b^ cos Äj-}- cos Ä^sin b^ cos o J sin o^ sin b^ , 
(cos Ol cos Oft — sin o^ sin o^ cos *a) ^in Oq sin ^^ 

Zg = r ( + (sin o» cos 0^+ c<>* ^i sin Ogcos Äa)(cos AoSinÄi+sinioCosiiCOSoJ 
-(- (cos 60 cos Äj — sinÄoSin&iCosoJsinOgSin^s; 

Auf demselben Wege erhält man, wenn ä'j, y^y Z3 die Goordina- 
ten des Durchschnittspunctes der Seiten O3 und o^ gegen das zuerst fest- 
gesetzte Goordinatensystem X^^ Y^y Z^ sind: 

(cos «2 ^o' ttg — sin 02 sin aj cos &)) (cos a^ cos «r { — sin a^ sin a^ cos &|) 
'«»(sin ^2 cos a| -)* cosa2 sin «s cos &i) 

X [sin a^ sin ^^ sin 5, — (sin a^ cos a^ -f- cos a^ sin a^ cos &|) cos h^ 
-(- sin As sin h^ [sin «^ sin h^ cosa^ -f (sin ^j cos h^ -|- cos (^ '^^ &2 cos «1) sin «q], 

(sin «2 ^s «1 —sin a^ sin a, cos ftj) 

X [sin a^ cos a^ ^os &o — (sin h^ sin &| — cos h^ cos h^ cos a^) sin a,] 
' — (sin «2 cos a, -f" cos 09 sin a^ cos ^3) [sin a^ sin a| cos ^^ cos h^ -^ 

(sin^^cosij-f cos5^sin52CosaQ)sin&2+ (sin^^sinft^ — cos&j cos&oCOS00)cosa|COs52ll. . . (m"i. 
'4* MD As sin &g [sin a^ sin « j cos h^ sin ^2 "~ (cos & j cos (^ — sin h^ sin &2 cos a|) sin h^ 

^»(sin hl cos h^ + cos &i sin &, cos «, }cos a^ cos &«] » 

(cof «2 cos «) — sfn «2 sin «j cos &,) 

X [sin h^ sin a^ cos «| + (s'n &x cos h^ + cos &| sin h^ cos a^) sin Aj] 
f— (sioa^cos Ag -f- coflAg sina^ cos&j) [sina^ sin«, sin h^ cosh^ — 

(cos&oCos&j— sin&oSin&iCosao)ftiD&2 — (cüsÄ^sin5,+sinJoCüsfc|COSflJcosfljCosi2] 
^•{* sin As sin 5} [sin «^ sin «| sin ft^ sin h^ + (cos ^j cos ^2 — sin hj^ sin frg cos«}) cot^ 

— • (sin^y 00S&2 +C0S &| sin ^2 cos a|) cosa^ sin 6 J f 



sc*=rr 



r»=' 



J 
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Aus iem bishw Gezei^^ten ersieht maiiy wie die Coerdiaaten des 
Dmchaclinittspniictes der Seiten a^ and a^ za bestimmen sind ; iiberhanjC 
ersieht man hieraas, wie man die Coordinaten des Durchschnittes ]• 
cweier Seiten des ^harischen Polygons gegen das ecsts festgesetste Coer- 
dinatensystem 2^, J^^, jZ^ za bestimmen habe. 

4. 
Lälst man die Reihe der aufeinanderfolgenden Seiten des Polygons 
so weit fortgehen y bis eine der Seiten a^^ a^y a,, a,, n. s. w», cB. tf»^» 
die in Torhergehender No. durch A bezeichnete Seite des Polygons triffl^ 
10 erhält man ein (^ -|- 1) seitiges geschlossenes sphärisches Polygon, in 
welchem wir die eben erwähnte Seite A durch a. beieichnen wollen. 

Da nun der Durchschnittspunct der Seiten 0,^.1 und a. in der festge* 
setzten Ebene der X^ 1^ erfolgt^ so wird man, wenn die Coordinaten dieses 
Durchschnittspunctes durch x^^^ Yn-xy ^u-x bezeichnet werden , haben: 

^».1 = rcosff», 
y»-.! = rsina,, 
r^, = O. 
Da erst im geschlossenen dreiseitigen Polygon oder in dem sphari* 
sehen Dreiecke Relationen zwischen Seiten und Winkel sich denken lassen, 
so i5t die Zahl 2 der geringste Werth Ton iz. Es ergeben sich daher 
folgende Gleichungen: 

Xj = rcosffs9 yi ^ rsinc,, z^ = O, 
für den Fall, wo /2 = 2 ist, oder für das sphärische Dreieck. 

Eben so: 

Xg = roosa^y y« = rsina,, r. =: o, 

X, = rcosa^j y^ = rsinc^, Zy = O, 
X4 = rcosa^y y^ = rsina«, X4 = 0, 

u. s. w. 
für die sphärischen Vier-, Fünf-, Sechsecke u- s. w. 

Durch Gleichsetzung der hier aufgestellten Werthe für x^, y,, z^^ 
^2 9 y%9 ^* ^' ^* ^^ ^^^ Werthen derselben Grölsen aus der Torherge- 
henden No. erhält man die Bedingungsgleichungeny welche zwischen den 
Seiten und Winkeln eines sphärischen Dreiecks, Vierecks, Fünfeck u« 
s. w. Statt finden müssen, oder man erhält dadurch die Auflösung der 
sphärischen Polygone. Da nun ein jedes sphärische Polygon nur drei 
Bedingungsgleichungen zwischen seinen Seiten und Winkeln zulälst, so 

lassen 
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lassen sich immer drei Stücke eines jeden Polygons finden^ wenn die übri- 
gen Stücke desselben gegeben sind. 

"Wir wollen noch das bisher Gezeigte auf das sphärische Dreieck 
und Viereck anwenden« 

I. Sphärischem Dreieck. 
Aus der Gleichsetzung der ]Werlhe von a:^^ y^, z^j erhält man fol- 
gende drei Gleichungen: 

cosa. = cosa^cosa^ — sinaQsina^cosb^^ 

ßinOg = (sinOoCOSflTj+cosaoSinOiCOsiJcosio — sin a^ sin ä^ sin 4^ , 

= (sinaoCOSOx + cosflroSiöör^cosÄjsin^o + sinflrjSinÄ^cosÄß. 

Berücksichtiget man, dafs in unserer vorhergehenden Untersuchung die 

Winkel Ä^ und b^ als äufsere Winkel angesehen wurden , die alle .nach 

derselben Richtung der Seiten zu liegen kamen ^ so wird Xfisiu, damit 

dieselben Buchstaben in der Folge für die inneren Winkel des Dreiecks 

gelten sollen, 180® — b^ und 180® — 4, statt b^ und 4, setzen müssen. 

Die letzten drei Gleichungen gehen daher in folgende über: 

cos «a = cos ßo cos a^ + siu öo sin öj cos bt , 

sin «a = — (sinö^joos a^ — cosa^sin cr^cos ÄJ cosÄq — sin ör,sin b^ sin b^^ 

s= — (sin a^cos a^—Qosa^sin a^cos bi)sin b^ + sin o^sin b^ cos b^ . 

Führt man die üblichere Bezeichnungsart. für die Seiten und Winkel der 

Dreiecke ein, nemlich sind jt, B, C die Winkel des Dreiecks und er, ä, 

c die Seiten desselben, welche den Winkeln Ay B^ C gegenüberstehen, 

so hat man folgende Gleichungen: 

cosa^sz? cos&cosc-rf-sin^sinccos^, 

sina ==^.^(sinÄcosc-— cos&sinccos^)cos£ — sin6sin^sin£, 

= — (sinÄcosc — cosÄ sine cos ^) sin B-f- sin &sin^cos£. 

Die zwei letzten Gleichungen geben durch Elimination des Ausdruckes; 

sin ,6 cos c — cos b sin c cos A 
folgende Gleichung: 

sin a sin B = sin b sin A, 

welche Gleichung zeigt, dafs sich die Sinusse der Seiten in einem sphäri- 
schen Dreiecke, wie die Sinusse der gegenüberstehenden Winkel verhalten» 
' Mittelst dieser hier aufgestellten Gleichungen kann man alle be- 
kannten Formeln der sphärischen Trigonometrie deduciren. 

Aus zwei Seiten eines sphärischen Dreiecks und dem von ihnen einge- 
schlossenen Winkel kann man die dritte Seite durch folgende Gleichung 

Crelle's Journal. IL Bd. 1. Hfl. 3 
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cosa = cosb C03C 4* sin b sin c cos A 
finden. Dieser Ausdruck eignet sich aber nicht für die Rechnung mit 
Logarithmen« Beinahe in dem meisten Theil der erschienenen Lehrbü- 
cher^ die von diesem Gegenstande ausschliefslich handeln^ findet man, um 
diese Gleichung bequem mit Logarithmen rechnen zu können^ Hülfswin- 
kel eingeführt. Herr Gaufs führt bei mehreren Gelegenheiten, wo er 
auf solche Gleichungen kam^ ebenfalls einen Hülfswinkel ein, der yor 
allen übrigen darum den Vorzug verdient, weil die Art, wie er auf diesen 
Hülfswinkel kam, sich bei mehreren zusammengesetzten Ausdrücken 
ebenfalls anwenden läfst, wie wir es weiter unten bei den sphärischen. 
Vierecken zeigen werden. Dieser Hülfswinkel wird nemlich auf folgen- 
dem Wege gefunden. Man hat: 

coso = cosb cos c -^-^ sin b sine cos A, 
oder : 

• , V / . I cotaiig b\ 

coaa = sm* cos -^l sine + cos c ^j. 

Ist nun (P der Hülfswinkel, wo man hat: 

tang(P = ^^* ^"^ oder cos(P = sin(P tangA cos-^, 

so hat man: 

CO80 = -; — sin((P + c). 
sin 9 ^^ ' ^ 

Also man sucht zuerst den Winkel (f) und dann die Seite a. 

IL Sphärisches Viereck. 

Setzt man hier ebenfalls die Werthe von x^f y«» ^« aus No. 3. de- 
nen aus No. 4. gleich, so ergeben sich folgende drei Bedingungsgleichun- 
gen fiir das sphärische Viereck: 

cos 03 ==(co«fl, cosflj— sin«x«»öa2CO»&2)^**o*~(*'°^x^®**a + ^**'*'""*^**«^*''^*®*^**« 

-t- sin «o stA ^x *i'' '2 ^^'^ ^a * 
5ina^=^{cosaiCosa^^sinagSina2C05h^)maQCO$bQ — (sina^coia^ + cota ^s\no2Coth2) 

X(sin5osin5i~cos5oco»^ico««o)— '(""^o CO« ^» + <^o»&o »in ^i cos flo)"n«s •»"*«• 
=(cos«iCosa^~sin«,sina2C08ia)"n<»o»>n*o + (»«n«i«osfla + Cüsax"n«aCOSÄ2) 

X (cos bo^in i, + sin bo cos i, cos a^) + (cos b^ cos b^ + sin b^ sin fc, cos a^) sio a^sin b^ . 

Hier bedetiten ebenfalls ä^, ä„ *. äufsere Winkel, oder Winkel, 
welche nach derselben Richtung der Seiten des Vierecks zu liegen kom- 
men. Führt man daher die inneren Winkel ein, und bezeichnet sie 
mit denselben Buchstaben io» *i> *a> so darf man in den letzten drei 
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Gleichungen überall 180^— Ä^, 180^— 4„ 180^ — 4. an die Stellen von 
^0 9 ^19 ^B setzen, wodurch dann folgende drei Gleichungen hervorgehen. 

cos a« rs(cos Ol cos a2+ sin a^ sin ^2 cos&g) cos a^+ (sin a, cos a, — cos a^ sin a^ cos h^ sina^ cos i^ 

4" sin oq sin (^ sin a^ sin ^2 1 
sin «, = — (cos «2 cos ag 4* ^^^ 'i ^iQ *2 cos (g) '^"^ 'o cos Iq -— (sin Aj cos a^ — cos a j sin «2 cos ^2) % 
X (sin bQsin b^ — cos Bq cos bj^ cos a^) -f («in ^o cos & 1 + cos &o *^ ^x cos a^) sin a, sin &2 > 
z: (cos o^ cos «2 + sin a, sin «2 cos ^2) ^i^ 'o *^^ ^o *— (sin «x cos a.^ *~~cos a^ sin a^ cos ^2) 
X (cos ^o ^^ ^x 4" *>i^ ^o cos &x cos Oq) -|- (cos &o cos bi — sin bo sin b^ cos Aq) ^i^ a« ^^ ^2 » 




Mittelst dieser beiden Systeme von Gleichungen kann man jedes 
sphärische Viereck auflösen. 

Die erste der Gleichungen des System's (I) zeigte wie man aus drei 
gegebenen Seiten und zwei von ihnen eingeschlossenen "Winkeln die vierte 
Seite des sphärischen Vierecks finden kann. Eben so zeigt die erste 
Gleichung des Systems (II), wie man aus drei Winkeln und zwei Sei- 
ten, welche einen dieser Winkel einschliefsen, den vierten Winkel findet. 

Multiplicirt man die erste der zwei letzten Gleichungen des Sy- 
stems (I) mit sin6o> und die letzte dieser Gleichungen mit cosio> so er^ 
giebt sich durch Subtraction folgende Gleichung: 

sinassin^^ = (sinaj cosaa^cosajsina^cos&s)^^'^^! " '^^^A^'^^^acos^i . . . (J) 

Multiplicirt man dieselben zwei Gleichungen, die erste mit cosi^ 
und die zweite mit sin^o» ^i^d addirt sie, so. ergiebt sich: 

sin a j cos &o = (cos a^ cos ^2+^1° ^i >>o «2 cos ^2) 'i" ^o~~ (^^" ^ x cos ^2 — cos Ax sin a^ CO8&2) cos a^ cosbj 

-^ cos «0 sin a, sin 5 j sin &2 ■ 

Diese Gleichung mit sinflr^, und die erste der drei Gleichungen des 
Systems (I) mit cosa^ multiplicirt, giebt durch Addition derselben 

COS Oq cos As •}" ^in ''o *^" ^ J cos b^ := cos a^ cos «2 4* ^i^^ ^t *^^ "2 cos b^ • • • ( B). 

Mnltiplicirt man hingegen die vorletzte Gleichung mit cos 0^ und 
die erste Gleichung des Systems (I) mit sinao, so ergiebt sich durch 

3* 
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ICt Hiiffi» itg fyefrfcimggn. des Systems [II], odor mit 
ti^^aa^ im PoIarrnreciES^ «rgdcK sdk wadt fiilgvi& Gleicfi 






Tiendk ac&t, md wie (K) xmi (V) umr 



ten. und dem. Ton. thrMm emgescMoamen VVmkel^ £e dciite Seite an fin?- 
doi, ^nsr Mathad^, Hül&winkei ebunfohrat orwa&ntv die «ac& bei ae&r 



eompIxcxrteiL Anadrückai anwendbar isiL Wir woUen. dabor die iatt er* 
wabnte Xatbode anf fiolgotde Gleirhnngt 



enwendou wekbe Gleicbim^ die erste des Systems (I^ lA 

rinOi-t-casÄ.^ r— ^] 

imd 

an.a,ca^^^ — casflr,flnT-crasÄi= — aneL^casÄ-^coso-^ — sm^ ä~^/ 

fubrt man den Hül&winkel ^ ein, » da& man bat: 

cntniTSa^ 



tan^^ 



T 



so v^ben die letzten, zwhl Gleicbnngen in fblzmde ober 



cos4ii;^cas^-t* fina.^&na:.CQsa^= — ^ — an ^-f-oj, 

fin<7,^CQS^ — ctis<i._anaiCasA-j = j — <:ü& .£^<r^^ 



mid es ist: 

cos<r> =:^!^^^^^— ^aim' ^+«,J cose^ — eaaf ^+^ 3mfl^,ciMM+guia^gn^i^n^i<»n/^ 
^Idn ist: 

mid iaa. zweien Hnl&winkei ^ so g^wäblt, ibüs man bat: 



CU&Ä, 
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SO ist 



COS flfj = Sin Oq sm a^ 1 sm b^ sin i» — cos A, cos b^ — \ \f I • 
Führt man noch einen dritten Hülfswinkel A'* ein, so dals 

ji» tane ft • cos A. cos A.' 

SO hat man endlich 

_ sin <7o 8UI Om sm &« / ^// ■ ? \ 
COSflfa 2= ^-^^i^s *COs(i*''+Aj., 

Dieser Ausdruck ist geeignet zur Rechnung mit Logarithmen. Auf 
ganz ähnlichem Wege kann man die Gleichungen (A)y (fi), (C), {A% 
(50 . . . zur Rechnung mit Logarithmen einrichten. Man sieht femer, 
dals man, um aus drei gegebenen Seiten und den beiden Ton ihnen einge- 
schlossenen Winkeln die vierte Seite eines sphärischen Vierecks zu fin- 
den, drei Hülfswinkel A^ A% A" berechnen mufs, und dann lälst sich 
die gesuchte Seite finden } wollte man hingegen das Viereck als aus 
zwei Dreiecken bestehend ansehen, so ist leicht zu sehen, dals die 
Anzahl der Hülfsgrölsen wenigstens Tier ist, und offenbar haben die 
noch so kleinen Fehler, die man bei Berechnung von den Hülfsgrofisen 
begeht, auf das gesuchte Endresultat Einfluis. So gewähren daher die hier 
aufgestellten Gleichungen für das sphärische Viereck wenigstens «den Vor- 
theil, dafs man mit der geringsten Anzahl von Hülfsgröfsen auslangt. 

Wenn man die Betrachtungen von No. 3. und No. 4. fortsetzt, kann 
man sehr leicht auch alle Gleichungen für jedes verlangte sphärische 
Polygon aufstellen, und nach dem gezeigten Verfahren alle die erhalte- 
nen Gleichungen zur Rechnung mit Logarithmen einrichten. 
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3- 

Ueber einige bestimmte Integrale. 

(Von Hern N. H. Abei.) 



Wenn ein bestimmtes Integral {intigrale definie) eine anbestimmte 
constante Grölse enthält, so kann man öfters, durch Differentiation eine 
Differential-Gleichung finden, durch welche sich das bestimmte Integral 
als Function der constanten Grölse bestimmen lafsL Diese Differential- 
Gleichung ist gewölinlich linear} ist sie also zugleich Tom ersten Grade, 
so lälst sie sich, wie bekannt, integriren. Dieses ist swar nicht im 
Allgemeinen der Fall, wenn die Gleichung Tom «weiten oder einem hö- 
hten Grade ist, allein man kann doch oft aus diesen Gleichungen meh* 
rere interessante Rdationen awischen den bestiounten Integralen finden. 
Dieses an aeigen, ist die Absicht dieses Aufsatzes« 

Es sei T-^ + ^ • j^ + y • >* ^ ^ ^i*^® lineare Differential -Gleichung 

des aweiten Grades zwischen y ^^^ ^y ^^ P ^^^ 1 zwei Functionen 
Ton tt sind. Man nehme an, dafs man zwei particulaire Integrale die- 
ser Gleichung kennt, nemlich r = v^ und ysy^, so ist: 

Aus diesen beid«i Gleichungen erhalt man, wenn man f 



a 



folglich durch Integration 

WO € die Grundzahl des natürlichen Logarithmen -Systems ist. 

Gesetzt» es waren nun die beiden Functionen \\ und r^ als bestLounte 
Integrale ausgedrückt, so da& y^^=zfvdx, y^=/«rfx, wo v und « 
Functionen ron x und c sind, so giebt diese Relation zwischen v^ und 
^ ^ wenn man substituirt« 
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Diese Gleichung drückt^ \vie man sieht^ eine Relation zwischen den vier 
Integralen fudx^ fvdxy fyr^^^f /\f)^^ *^*' ^* kommt nun- 
mehr darauf an, solche Integrale zu finden ^ die einer Differentialglei- 
chung vom zweiten Grade genug thun. Diese Eigenschaft haben meh- 
rere Integrale, die wir der Reihe nach betrachten wollen. 

I E« sei tr— (^+«)y „„j V— /''if^±f!&^ 
I. Ks sei t;_-;3^^^__3 und 7 — y, a:^-«(i_a:).-/?^ 

5^ — (y+i;-y^^.^(i_^).-^, 5^ =y(y+ i)y^ a:»-«(i_arH^ 

wo das Zeichen / andeutet^ dals das Integral von ;r =: bis «r ^1 

genommen ist Differentiirt man die Grö&e (^ + ö)^*. ar*. (1 — ^^ = '•^ 

in Beziehung auf x^ so erhält man 

dr = dx{x^-\ (1— j;/-»(x.f a)y-*(y^(l-^) + a(^+a)(l— 0?)— ß(a;+ö)a?)). 

Da nun 

yx(\ — ^) + a(^-f-ß)(l — x) — ß(jr+a)ir 

a=_y(a« + a) + (a(ß + y) + (a + l)(a+y)(ar + ö)— (a + ß+y)(ar + o)> 
so erhält man durch Integration^ zwischen den Grenzen :r = 0, xssi, 

Aus dieser Gleichung findet man, wenn man mit — xT ^^^^^^^^ ^^^ **^*^ 
der Integrale ihre Werthe in y setzte 

da* \ a ' 1-^-a/ da*^ a(a-^-l) •' 

Setzt man statt a, ß, 7 der Reihe nach 1 — ß, 1 — a, a + ß+y — 1, »o 
hat man die ziemliche Gleichung, folglich sind 

3 V ^ r(:r^a)y^Kdx _^ r- (x+a)^ß^y.dx 

zwei particulaire Integrale dieser Gleichung. 

Da nun ;, = ^ 5[±2:_^^, und folglich e->^=C.a«+y(l+a/+y, 

so giebt die Gleichung (1.) 

Um die constante Gröüje C zu finden, setze man a:^ok, so findet man leicht 



U Abel, 

^ = »(cot :ar: + cot :3r,}.c-^. (i + «/«». 

Der Fan, vcaui 7 = — a — .^ Terdieat bemerkt m vo^cm. Es ist 
jaui, vie lekit xa sebea: 

Xn aWr ist 

k 









«der ««Q ri =1, FsL.rx 









IL Es s« '■^/ , . .' : — r- Diardi Dsiereslialii« 

rfir / " j-*.*jr 



JT*' X-l-«*^ 



**-*. .1 +^^^^ :*+ *r-^ = r . » i<- 



#_ *«■■ * ■'••••, 



\ -4 .■ •*, vft« v# • •^ «• « — 
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Daraus erhält man durch Integration 

"• da»^\ a 1— ai-do^ a(l — a) '7 — "• 

Setzt man Statt o, ß> y der Reihe nach 1 — ß, 1 — o^ y + a + ß— 1, 
so hat man die nemliche Gleichung ^ und folglich sind 

_ P" " ar^.dx ' _ r* ccß-\dx 

zwei particulaire Integrale derselben. 

Da nun ;, = ^_ to, und folgUch .-/p^= ^(^1,^^ , 5o 
hat man, vermöge der Gleichung (0), 

dyx dy^ ^__ C 

^«•■57 y^' da ~"a"+y(l— «y+r* 

Setzt man a = l, so findet man = 0, und folglich 

V ^y* ^ ^y> o 

das heili»t 

wo C eine Constante ist Um diese zu finden, setze man = 1, so 
hat man 

7^ * ar-'.dx fi r* ^^^- ^^ 



Nun ist 



(T+^jF? ~" Jo (l+x)/H^' 



y, Tüp^p+F — i\ß-\-r) 

also giebt die Gleichung y^ = C.y^y 

Z* ^ jr-«.da? _ r(l— a) . r(a+/g4.y — 1) /" ^ a:^^J^ 

Setzt man in der Gleichung (6) statt a, 1 — a, und statt a undjSj 
ß und a, so ändert sie die Form nicht. Daraus folgte dafs 

auch ein particulaires Integral der nemlichen Gleichung istj folglich 

Crrlle*« Jouroil. IL Bd. 1. im. 4 
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hat man 

dYj dyj C 

^»' da ^«* da "^ a«+y(l— aJ/H-y* 

Setzt man in den Ausdrücken für y^j xa statt Xj so bekommt man: 
^a-y+i r* 3cr<'.dx dyx -«-y r* g^- rf X 

Eben so ist 

(x.„A, yli^ /^ ^ XT'Pm UX 
1— e; y^ (i+x)>'Cl+(l-a)x)«' 

Sabstituirt man diese Werthe, so bekommt man, wenn man mit 

o«+)'(i — 0)'*+'' multiplicirt : 

,p /* ' JC-". der /*• ar-ß.dx 

l^-"°yo (l+xjyCl + a*)-*^. (l+x)H-(l + (l_«)a:)- 

Um C zu finden, setze man a = , so bekommt man 

C-T ""•'•^^" /- - :r-rf.r r(l-a).r(l-/?) p,^ . ß , y_j) 

*-— Vo (i+x/+«y, (1 + 0:)/+' nr+Ä) -ica+P+y 1;. 

Setzt man z.B. ß= 1 — a, so erhält man, wenn man erwägt, dals 
Und wenn a=y = ^- 



/** j-, y>» 

23- = aj ^ ^\ac{\-^x)^^^\-ax)yJ o 7t 



[*(I+x)»(14-(l— a)x)] 

Die Integrale rechter Hand lassen sich alle durch elliptische Functionen 
ausdrucken. Setzt man nemlich x=(tan|;$)*, so erhält man nach eini- 
gen leichten Transformationen 



,T 



2 J o t^[l — ^1 — a>sin*y] V/o y[l — osin*y] 

1 1 

I 1 ^ /"^ «^y /^ rfy.cos'y 

das heilst, wenn man a^^(*^ b*^=^\ — c* macht. 
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wcr^ nach Legendre's Beseichnung: 

Die obige Formel findet mau in Legendre's Exercices de Calcul inte- 
graly Tom. /., pag. 61. , ' 

In der allgemeinen Formel (7.) lassen sich die Integrale durch an- 
dere ausdrucken 9 deren Grenzen O und 1 sind. Macht man nämlich 

X = , ^ , so bekommt man 

1 — y ' 

Sl ^(y+1) ""Vor (l-(l-a)y V* J o V^ (1 — ayr 

4./, ^> r dy{i-y)<'+^'^y'- n dy{i-yY^ß^y-^ 
^^l — ajj^ ya{i_^i — a)y)ßJo yß{i — ayf ' 

Wir sahen oben, daCs 

n do^ r{a) . r{ß) i 

Es läfst sich auf folgende Weise ein allgemeinerer Ausdruck finden, von 
W'elchem der gegenwärtige nur ein besonderer Fall ist Differentiirt 
man das Integral 

f^ dx. x^^ ( 1 — jc)/^-^ 

in Beziehung auf a, so erhält man 

da = -(^ + (^)y, ' (x + ay^ß 

Daraus folgt, dafi 

Multiplicirt man diese Gleichung mit ö^(1 + ö)"-«^ö» »o wird die Gröfte 
linker Hand zu einem vollständigen Difierential, nemlich gleich 
//(yö'^Cl + c)"), und folglich erhalt man, wenn man integrirt, 

ya^(l + ö)« = C-a-{i-xyJ^ __ni^. 

Um 6?, welches eine Function von x sein kann, zu finden, wollen 
wrir a r= oo setzen. Man hat alsdann 

ya^il-^-ay — r'^dx.x^-^^^l—xy-^ und folglich 

4» 
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Setzt man c==i^i^Z, also y =-^i^, so findet man 

Substituirt man diesen Werth^ so hat man 

C =zj^^'dx.x^-\(i—xy''=^^^^^^, und folglich 

Ist z. B. a 4^ ß = 1^ so ist 

Ist ferner a = | , so erhält man 

jr = /'(g + Q')/ ", , ^'^/^ JT+ V^(X — ^•)- A . w? _l- ax > 

was auch richtig ist^ denn 

/" ^ dx 2 ,// x+a?a \ 

f « cfg 2 ^ // g — g x \ 

und arc. tang. {z) + arc. tang. (— j = y. 
III. Es sei 

y =/'«"^.x«-»(i— x/-\rfx, wo a>0, )9>0. 

Wenn man in Beziehung auf a differentlirt^ so bekommt man: 

? = — /V^^x^(l— x/-».rfx, 

ag «y o 

^ z=i —f '^-«*. x"+\ r 1 — x/-\ rf X, 

gg* t/ o ^ 

Differentiirt man nun die Function r=tf"^*x"(l — x)'' in Bezie- 
hung auf Xy so erhält man 

rfr= a.^-"^x«-\(i— x/-*rfx— (a + ß + ö)-ö"".x^(l— xy-\rfx 

+ a ^-"^x''+* (1 — x/-\ rfx, 
also, wenn man integrirt, von x = bis x= 1, und für die Integrale 

ihre Werthe in y, ^, ^-^ substituirt: 



d 



a^ ' \ g * / gg ' a "^ 
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Dieser Gleichung kann man auch genug thun> wenn man 

setzt, wo a positiv sein mufs. Da nun /> = "T"^ -{- i, und folglich 



C 



€rfp^=: ^^-^^7 «o giebt die Gleichung (0): 

dy dyx ^^ C 

^«'di y' da ""?^^* 

Setzt man in dem Ausdruck für y^, x-\- 1 statt x, so findet man 

^ = _^-y %-«*. x^-» (1 + x)«. rfx, 
oder auch, wenn man hier — statt x setzt: 



^ = — e-«. c-«-^. f %-* x'^*. (a + xy. dx. 

da J o , 

Substituirt man diese Werthe für y, , -~^, so wie auch diejenigen für 
y, ^, multiplicirt mit e\ a'^^, und setzt a = , so findet man 

C = ^/*^-'rfx.x/'+«-x. /•'rfx.x«-*(l— x/-% 

c/ o «/ o 

das heilst 

Es ist folglich 

r(a). r(0) = /**«-^rfx.5c«-'(i— x)^'./*%-'rfx.x/'-*(ö + a)- 

•/ o t/o 

— / 'e-^. <f X . X" . (1 — %f-^T*e-*. rf X . x^' (a + x)— ». 
Ist j3 = 1 — <S) 80 hat man 

« = /' ^. C-«. f-'^V. /*%-«. rfx. fi + ^v 

tana^r t/o a? \1 — x/ I/o \ "^ a?/ 

y© 'Vi — x) If Q x+a* *V * a/ 

IV. Es sei 

y ==/ ^-*\x"-*.rfx, wo a>>0. 

Durch Difierentiation erhält man 



da 



=^%^-^'. X«- rfx, j^ =^ V- *'. x«+\ rfx. 
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Nun aber ist 

folglich; wenn man von x = bis ;r = oo integrirt^ für die Integrale 
ihre Werthe in y, ~^, -r-^ setzt, und mit — 2 dividirt: 

■" da da^ ' 

d^ Y • dy » 

Diese Gleichung behält dieselbe Form^ wenn man — a statt a setzte und 
folglich ist 

ein particulaires Integral dieser Gleichung. Da ;» = — ia, so ist 
^pda —,c.e^^ und folglich 

'^ ^ da "^ da 

Setzt man, um die constante Grölse C zu finden^ a = o, so hat man 
und also, wenn man substituirt: 

c = j.r(^),r(f). 



folglich 



x—ax -X» 



.dx.x!' 



....(4i).r(|)..r=/:>-..x.x.-../V 

Setzt man öv^ — 1 statt a^ so bekommt man folgende Formel: 

-f-/ dx.e^^^ {sinax)x" ^. / dx,e~^'* {sinax),af. 

Anmerkung. Dio cnnstanre Grörsen (Exponent en) , welche in den, in dieser 
Abhandlung beiindlichcn Integralen vorkommen , müssen solche Wert]ie ha- 
llen, dal's die Integrale nicht unendlich grofs sind. Diese Werihe iimlet 
man leicht. 
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,4. 

Remarques sur les series infinies et leur convergence. 

(Far M. Louis OUvier.) 



■ V 



1. 

jLjes series infinies peuvent servir ä exprimer par leur forme les propriö- 
X&B des fonctionSy qu'elles repr^sentent et k calculer par approzimation les 
Taleurs numöriques de ces fonctions. EUes peuvent faire le premier^ sans 
le second. Mais si les series doivent 6tre appligu^es au caicul au lieu des 
expressions finies, qu*elles repr^sentent^ en önoncant seulement leurs pre- 
miers termes et la loi de la progression de ces termes^ elles doivent ^tre 
nöcessairement telles, qu'apr^s avoir caicul^ un certain nombre de ter- 
mes^ en commencant par le premier, on y ajoute un nouveau terme ou 
un des groupes de termes, qui conservent le m^me signe, on trouve tou- 
jours par la plus exactement la vraie valeur numörique de la sörie to- 
tale. Car si au contraire, en ajoutant le nouveau terme^ ou groupe^ on 
s'^loignoit de la vraie valeur de la sörie, tantdt en plus tantot en rooins^ 
la valeur du reste de la sörie continueroit d'dtre incertaine, et la somme 
determes, qu*on auroit prise, ne pourroit ^tre nullement pos^e au lieu de 
la somme totale de la s^rie, lors m^me^ qu'ou ne dösireroit qu'une cer- 
taine approximation. 

2. 

On appelle convergente une sörie^ qui a les deux propriötös sui- 
vantes^ savoir: qu*on trouve sa valeur numörique d'autant plus exacte- 
ment, qu'on caicule successivement plusieurs termes, et qu*en continuant 
ind^finiment ce caicul, on peut se rapprocher de la vraie valeur de la 
s^rie totale k tel degr^ qu'on voudra« 

Au contraire, on appelle indöterminöo une s^rie, qui ne donne 
aucun rapprochement, en continuant le caicul des termes. 

£t on appelle divergente une s^rie, dont les termes suivantis, 
ajout^s aux pr^c^dents, ne donnent que des resultats> qui s*^loignent de 
plus en plus de la vraie valeur de la sörie. 
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Par exemple 
l-|-j^-|*iH~7*f'Ä*-«* ®^ VI'® s^rie conTergente, 
1 — 1 + 1 — l~i~ ^ *-•* ^^ ^A® s^rie ind^terminee, et 
1 — 2 + 3 — 4+ 5 .... est ane serie dirergente. 

Tonte s^e, qni, etant exprimee senlement par ses premiers ter- 
mes et par la loi des terznes, doit pooroir ebne introduite dans le calcul 
aa lieu de I'expression finie, dont eile represente la Talenr, doit £tre n^ 
cessairement convergente (!.)• 

3. 

Si a^f 0.9 03,.»... ff«9 tf»44 representent les termes ^une saite 
infinie, et « la somme de la serie, cette somme peut ^tre exprim^ par 

!. ^ = c, + o. + 03 + c» + Ä, 

en sapposant, qn'on ait calcale les n premiers terznesy et qiie R signifie 
la somme des termes ulterieurs, c'est-ä-dire, le reste de la s^e, qai 
n'aToit pas ete caicule. 

Cela pose, si it est nn nombre indefinit qui peat ^tre anssi 
grand, qu^on Toadra, la somme des n premiers termes ponrra approcher 
aossi pres, qnon voudra, de la somme totale de la sirie, tontes les foi% 
que cette serie est conTergente. EUe en diff^^era d'autant moios^ 
que n sera plns grand. Donc il faut n^cessairement, qne R diminue, si 
n angmente. Mais cela ne se peat pas, ä moins que les termes de la 
soite, ou les gronpes de termes, qui conserreat le m^me signe, ne.dimi- 
Quent eux m^mes, au moins ä partir d*une certaine limite; car s'ils 
au^mentoient, R en feroit necessairement autanL Pour /i=:cc, R sera 
necessairemeot zero. Donc«. les deux condilions de la convergence des 
series sont celles qui suiTCot: 

1) Lies termes de la serie ou les groupes des termes, qui oonser- 
vent le m^me signe, doivent diminuer constamment^ au moins a paitir 
d'une certaine limite. 

2^ La somme des termes, qui suiFent le n^ terme, c*esl-ä*dire 
Rj doit dtre «ero pour 72 = c». 

Si une Serie est indeterminee, les termes ou les groupes de ter- 
mes, qui ont les m^mes signes, ne diminuent pas necessairement, ^ R 
n*est pas tou)ours =0 poor n =3c. Dans les series diTergentes, les 
termes on les groupes de termes, ne diminuent pas non plus dans toos 
les cas, et R pourra ^tre m^UM ^ oc pour a s= oc« Lei n premiers ter- 



Olivier^ 8ur la convergenct des sdries infinits, 33 

mes seront peut-dtre aussi =00 pour ./z = oo. Dans ce dernier cas la 
Mxnme de la suite pourra 6tre la difförence entre deux quantit^ infinies» 
et cette di£förence pourra 6tre tant6t infinie^ tantdt une quantitä finie. 

4. 

Fuisque les^s^ries^ destin^es a 6tre introduites dans le calcul a la 
place d'expressions finie3> doivent dtre toujours convergentes^ il s'agit 
surtout de cette sorte de suites. Et si Ton veut fonder quelque analyse 
sur des s^ries donn^es^ il sera nöcessaire de s*assurer^ qu'elles sont coa- 
yergentes. Car, dans le cas contraire^ les conclusions qu*on auroit for- 
inäes> seroient incertaines« C'est ce qu'on nöglige souvent, et cela peut 
devenir une source d'erreurs. Far ezemple^ en employant la möthode de 
coefficiens indeterminös^ et ^tant donnö T^quation 

C+Äx+cor' + rfa^ = a + ßÄr+yar« + ^;p^ ' 

pour toutes les valeurs possibles de x^ zöro y compris^ on en tire ordi- 
nairement asa^ 6 = ßy c=:y etc.^ parcequ*on suppose^ que 

bx'\rcx'^'\'da^ et jSj? + yjr*-f-^:r^ j cor + rfj;* et yor+Ä'jr'..... 

etc. seront nuls en mdme tems, pour x = 0. Mais cela ne'st vrai sans 
exception^ que dans le cas de series convergentes^ car si les coeffi- 
ciens Oy by c, •••#•> a, ß, y, ötoient tels^ que les termes qui sui'- 

yent le n^^ terme^ n ötant cx>^ ou seulement leur somme ne fussent pas 
Duls pour X =z 0, la supposition formte d'avance^ et les conclusions qu'on 
en aura tirdes^ n'auroient pas Heu* 

DonCy avant de calcuier par des söries^ il faut voir toujours si elles 
satisfont aux conditions ci dessus de la convergence. 

5. 

n est facile de voir^ si une suite donnde satisfait ä la premiere 
condition de la convergence^ savoir ä celle du d^croissement continu des 
termeSy ä pailir d'une certaine limite. Cette condition sera remplie^ si 
le quotient d'un terme quelconque par celui qui le precede^ ou le quo- 
tient d*un groupe de termes par celui du m^me signe qui le pröc^de^ 
est toujours moindre que Tunitö; jusqu's^ la limite. 

La deuxieme condition de la cenrergence» savoir, que le reste de 
la serie^ ä partir du n^^ terme, doit 4tre js^dro pour /2=^opy sera rem- 
plie, si, la premiere condition l'etant deja, le produit du n'^'' terme ou 
du n^^ groupe de termes par /2, est idgal ä ziro. Car si d'apr^s Thypo- 
ihese, les termes ou les groupes de termes diminuent cpnstamment^ le 
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produit du /i""* terme ou du /i"* groupe de termes par /?, nö peut pas ^tre 
moindre que le reste R de la sörie: donc^ si ce produit est nul, le reste 
R le sera k plus forte raison. De mdme, d'un autre cot^, R ne peut pas 
Ätre nul, pour n=zoo, si le produit du /z"** terme ou du w"** groupe de 
termes par n est uoe quantitö finie. Car puisqu'on suppose^ que les ter- 
mes^ ou les groupes de termes de la sörie diminuent constamment jus- 
qu'a ziro^ ü, ou la somme des n termes qui suivent le n"* terme, sera 
n^cessairement plus grand que le produit du 2/2"® terme par n. En g^ 
n^ral, R est compris entre les limites n.a^ et n.a^^y si a„ et a^n repr^sen- 
tent les^ /z"** et 2/2"^* termes, ou les n"*" et 2/2"** groupes de termes du 
mSme signe. Mais a^ ne peut pas dtre nul pour /? = oo si a^ ne Test 
pas, puisque n et 2n sont infinis en mdme tems, donc R ne peut pas 
6tre nul, si n.a^ ne Test pas. 

D'ailleurs la deuxieme condition de la convergence d'une s^rie, dont 
le /2"* terme ou le /2"* groupe de termes du mdme signe est ö„, savoir, 
que le produit h.a^ doit necessairement ötre nul pour /2 = oo, renferme 
implicitement la premiere condition du d^croissement successif des ter- 
mes; car si a^ n'etoit pas nul, le produit n.a^ pourroit T^lre encore moins 
pour /2 = (». 

Donc si Ton trouve, que dans une s^rie infinie, le pro- 
duit du n^^ terme, ou du n^^ des groupes de termes qui con- 
servent le möme sign^, par /2, est z6ro, pour /2 = co, on peut 
regarder cette seule circonstance comme une marque, que 
la Serie est convergente; et reciproquement, la serie ne peut 
pas 6tre convergente, si le produit /2.a„ n'est pas nul pour 
n == oo. 

Nous allons appliquer ce criterium de la convergence des göries 

infinies a quelques exemples. 

6. 
Exemples. 

I. Dans la sörie 

i+i+i+i +T+^- 

le n"' terme flr„ est — . Donc n . or» = 1 n'est pas 0. Donc la s^rie n'ert 

71 

pas convergente. 

II. Dans la scrle 

i ij-T i-L» 4-i. — — 1- Ä, 
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ou n est un nombre impair quelconque^ le n^^ des groupes de termes^ qui 

111 

conservent le möme signe, est a^zsz-^——^ — ^^——— Donc 

^'gn = ' 2(2n— 1) ' ^® produit est z&vo pour /i = oo, Donc la s&ie est 
convergente. 

III. Dans la sörie 



1 + -+- 

~ 2'' a** 
1 



+^+«. 



le produit n.a^ est ^gal ä -^. Cette quantitö est nulle pour nsoo^ 
si />>> 1. Donc la sörie est convergente^ si />>1. 
IV. Dans la s^rie 



2^ ^ 3^ 4P 



1 



+ " TZTTj- + ^» 



oü m est un nombre impair quelconquej le mT* groupe de termes est 



a. 



dotic 



1 1 __ (2n)'' — (2n— 1/ 

(2n— If (2i.f (2«(2n — 1))P 



\ 2«^ 2n 



(2n— 1/ 



2(2/»)' 

(2rt— 1)P ' 



n.o, 



»„ J>P— ^ I j».p— l.p— 2 

*' 8n ~ 2.3.4. n» 



(2«-!)'' 

Le num^rateur de cette fraction est \p pour n == oo, le dönominateur 
est infini pour p "^ 0. Donc /2.a„=0 pour A = ao, si /> ^ 0< Donc 
la Serie est toujours convergente, sl p'^0. 

V. Soit donnöe la suite infinie - - 
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le »■' terme, multipli^ par n. donne /». °T"a = - « Cette quantit^ 

n ' 

est infinie, si b n'est pas nuK Donc la sörie donn^e n'est pas convergente. 

VI. Dans la s^rie 

1 1 



+ 



c{c'j-k){c-\'2k) (c-^rnk) T" (c+*)(«+24).....(c4-(in+l)*) 

"r (c-f (it — l)fc)(c-|-n*) (c+(»i+R— l)t) "'" ' 

qni exprime les sommes des nombres figurös r^ciproqaes, on trouve 

5» 
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n.a^ 



(c+(7i-.l)*)(-l + fc)(c+(/i+l)^).....(c + (m+n-l)ifc)* 

Cette quantitö est z6ro, si n=ioo pour un k quelconque, toutes lesfoisque 
c}> et 77? }> 0. Donc la sitiQ est convergente sous les meines conditions. 
VII« La s^rie infinie 



c* . c* . c* c* 



'+T + T + T T + *' 

1 

qui exprime le logarithme hyperbolique de yzT* donne /i.o^ssc^y et 

cette quantitö n'est pas nulle pour /2 = (x>^ ä moins que c^ 1, Donc la 
sörie logarithmique n'est convergente que pour c < 1. 

VIII. La s^rie infinie 



c* , c^ c^ I c^ c*^* 



qui exprime le logarithme hyperbolique de l-\- Cf rn ^tant un nombre 
impair quelconque, donne 



n.a. 



n C^" n — -^^ _ £!: — c«»-' /— 1- —IN 



C«n-x 



(^-i) 



2(2 



L^(^(i_,)+^). 



Donc le produit n.a^ est z^ro pour /i =00^ si c^ 1^ et il est infiniment 
grand si c > 1. Si c = 1 , on trouve 

c«"-» c 1 c«» 



n.a^ 



2(2-1)-» 2(2-±)-»' 

et cette quantit^ ©st ögale a c*^Iogc pour /2 = <x) (voyez le memoire nu- 
mero 28. page309., 4'"*' cahier du tome pröc^dent de ce Journal)^ donc 
eile est ^gale ä z^ro^ pour c =s i. Si c est nögatif, la Serie (VIII.) ren- 
tre dans celle (VII.); donc /i.ö„ n'est nul pour /i = cx>, que si c?>— ^l. 
Donc la serie^ qui exprime log. hyp. (l + 0> n'est convergente^ que de- 
puis c = — 1 ]usqu'ä c = + !• 

IX. Pour juger de la convergence des siries dont les termes con- 
tiennent des factorielles^ par exemple de la sörie du binome 

il faut recourir a quelques thöor^oaes de la th^orie des factorielles. 
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Soit reprösent^e la factorielle 

1. o(a + Ä)(c + 2*) («+0» — 1)*) paf o*^'» 

OD a 

2. öH-»»' =s oP'*(ö +/>*)*'' et de lä 

3. (a+;,4)».* = ^. 

O^un autre cot4 on a 

h 

4. aP'* = l''' * af, 
et cela donne aP+*»* = i ".cp+*, donc, en yertu de (3.), 

5. (a + ;.Ä)»'»=:l-j-.o». 
Cela donne pour a=s& 

6. ((!+;»)*)*•' = ^4*, 

et ea faiflant (l •\-p)b == A., on bien /> = -r — l» 

7. A.»'»=^i .4», 

et si Ton ^rit a au lieu de K^ et p au lieu de kf 

L'dquatlon (2.) donne aussi 
donc on a suivant (4.) 

et en rertu de (8.) 



tl. «P** 



1* 



D« 14 on tire l'expression suivante du quotient de deuz factorlelles 
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En appliquant cette ezpression ä Ia sinSf qui repr^sente Ja yaleur de 
(l-f-c)% on trouTe ce qui suit: 
On a 

13. (l + cr— l = mc + '"7r* g' ^ m . m-1 . ■ . . ("'-<"-^)) g..^ J?^ 

et le n"*^ terme de cette sirie est 



7n"» •" * 



En comparant cette ^quation ä celle (12.), on a 

a SS ntf p = 72, b = — 1, 
K= 1, y = A/, ß = +1, 

donc, en vertu de (12.): 



1 



(1+0 " 1- 

15. «„ == ^-^^ ^ ^-.(-,1)" _^_ . ./»-"-'.c". 

(t+O ■ 

Mais de Nquation (2.) on tire 

16, 1^'* = i~'"-*'\(l— m — 1)'"+''», 

donc, puisque l^ * = i, 

1 

et en vertu de (15.) 



— m— I, — 
n 



(t+0'^ 

C'est Ia Texpression du /i*"* terme de Ia sörie du binome (13.), a l'aide 
des factorielles. 

Si Ton fait n = cx) ^ on trouve 

(j+l) " » = 1-«— ,0 _ i-«-i — 1 et 

donc (18.) 

Cela fait voir, que le /2'"* coefficient de Ia serie du binome, n etänt 
3o, est zöro toutes les fois, que /w> — l. 

Si /7i = — 1 , le coefficient est = ( — l)", et si /?i < — l , le coef- 
ficient est infiniment grand. 
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£n multipliant le coefficient de c^ (19.) par /z, on trouve 

20. i—m)^'^'' ^{—iY 



j^m 



Ce produit est zöro, pour 72 = 00, si m^O. Si m = 0, il est 
= — m.( — !)'•=: 0, et^si w <;o, il est infiniment grand. Le /2"* terme 
lui-mdme, pris n fois, donne (19.) 

Dans cette expression le facteur ( — m)'^*'* esttoujours une quantit^ 

finie^ quand m Test. Donc il ne s'agit que de la fraction — . 

Si ^ = 1 et m positif 9 cette fraction est z^ro pour /2 ss 00. 

Si e? == 1 et m nögatif , la fraction est 00 pour /i = 00. 

Si e?<l et m positif ou nul, la fraction est z^ro pour /2 = oo. 

Si c < 1 , par exemple c = — , y ^tant > 1, et m nögatif, = — ju, 
oii (A^O^ la fraction est ögale ä 

r; 

On trouve la valeur de cette fraction suivant le memoire num^ro 28. 
de ce recueil^ en difförentiant, suivant n^ le numörateur et le dönomina- 
teur, par exemple v fois, oü v>fiu Cela donne 

22 fi(fi—i){^—2) (^^(v—i))nf'-^ _ fi{f^—i){fi—2) (fi^(v — iy) 

y'^ilo^rY y'* (log y)" n^-i" ^ 

et cette quantite est zero pour 72 = oc , si y et (i sont finis. 

Donc le n^^ terme de la serie (13.) pris n fois, c'est-ä-dire, na^ 
(21.), est toujours z^ro pour /2 = oc, m etant un nomLre quelconque, si c 
est moindre que Tunit^, 

Si c > 1 et m negatif ou nul, la fraction — est infiniment grande. 

Si c > 1 et m positif^ la valeur de la fraction — est, en vertu du 

memoire No. 28. 

23 ^ c^Oogc)." 



m(m — i) (^ — Ot — l))n'^."' 

II etant > m , et cette valeur est 00 pour n z= 00. 

Donc, si 72 = 00, le 72'*"^ terme de la s^rie (13.), pris 72 fois, c'eit- 
a-dire, 72. ö„ (21.), est toujours 00 pour une valeur quelconque de m, 
»i c > 1. 

En nous resumant, nous venons de trouver, que pour 72 = cc, 
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^n.a^ est toujours =0, si c?<l, 

Ol /'^'^~ ®^* toujour« =<», si c>l, 

/2.a„ est = 0^ si c = 1 et m positif^ 
,/i.o„ est =00^ si e?=: 1 et m nögatif. 

Cela posö^ on sait que les termes de la s^rie du binome 

25. (i+cr=:i+mc+ ^;^r* c' + ^^fro^ ^^-^^-*>V +g 

sont toujours alternativement positifs et n^gatifs (au moins a partir d'une 
certaine limite)^ toutes le fois que, pour un exposant non-entier, la s^rie 
est infinie; c'est ce que fait voir aussi Fexpression (19.) du ri^ terme 
a^. La s^rie est donc compos^e de groupes k deux termes ^ et puisque^ 
en supposant n = oo, il est indifferent, qu'on exprime par n le nombre 
des termes ou le nombre des groupes de termes: la s^rie, en vertu du 
theoröme g^nöral (§. b.\ pourra Stre jug^e cönvergente, si le groupe de 
termes On^^^nJ^xy pris n fois, est nul pour /2 = cx)* 

L'^quation (19.) donne 

n(a^a > - n r(-^)"-^"^' ^-^^ .■ (- m^-H» > (- l)-+x 1 
/i(a„— a^+J — /2[ :^^^ c (n+l)'»+* r 

ou bien 

/ \ (—m)'"+»' »(—!)'» n/, I 1 c \ 

26. n(a.-a„+,)=i \^ ^ ^ r+iq^ Vi,,,!)- )- 

Dans cette expression le facteur -^ — ;— ^c" n'est autre chose^ que 

1 c 
n.Cn (21.)* L'autre facteur 1 + j-.^ p— est toujours une quantite 

finie pour un c fini. Donc /2(a„ — ^r^-O sera nul ou fini ou infinl en möme 
tems que n.a,, est Tun ou Tautre. Donc la sörie du binome (25.)^ en 
vertu de (24.),, sera convergente pour un exposant quelconque, si c< i 
et si c = 1, m ^tant positif, et eile sera toujours divergente^ si c>i 
et si e? = 1, m ^tant n^gatif. 

X. Le /2"** terme flr,» de la s^rie 

^ + 2" + 273 + 2T3T4 + 2.3..,..n + ^' 

qui exprime la quantitö exponentielle e% est a^ s= — ^ , donc 



2.3 n 



" 2.3 71— !• 

Si 
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Si c < 1, ce produit est ^videmment = o pour /i = oo. Si c> 1, 
soit fA le premier nombre entier plus grand que c, 

Alors n-Q — r ös^ ^^•Ou^ Mais 

2.3 n— 1 2.3 fi"fi+i.fi+2 n—V 

Le premier facteur a droite est toujours une quantitö finie^ quelque 
grand que soit (l Le second facteur^ compos^ d*un nombre ägal de fac- 
teurs en haut et en bas^ peut Stre exprim^ par 

La valeur de la factorielle^ qu'offre le dönominateur^ est ^videm- 
ment infiniment grande pour 72 = oc. Donc le second facteur est = 0^ 

pour 72 = cx), et par consequent 5-g — - — -—r Test aussi^ quelque grand 



c~ 



que soit (üu Donc ä plus forte raison 5-^ -—r ou /i . 0^ sera nul, 

pour un c quelconque^ n ötant 00. 

'Cela fait voir^ que la serie est toujours convergente pour une va- 
leur positive quelconque de c. Si c est n^gatif^ les signes des termes 
de la s^rie se succedent en alternant, et Ton trouve^ que la s^rie est de 
mdme convergente« 

XI. D'une maniere tout-ä-fait semblable on trouvera^ que les söries 



c* . c* c^ 



+ o Q j. — olT "TT + ^> ®t 



2.3.4 2.3 2/1 

^~23"*"2.3 5 "*'2.3 2n + l"'"^> 

qui expriment le cosinus et le sinüs de Tarc c, le rayon ^tant 1, sont 
aussi toujours convergentes, pour un arc quelconque. 

XII. L'expression d'une puissance quelconque d'un cosinus par les 
cosinus et les sinus des arcs multiples est en g^n^ral 

(2cosc)'"s=5 cosm g H' ^ coB(m — 2) c + ^ '^^ cos (m — k)c 



+ ^':^-* (m-jt-^ C0S(/7I — 2(/2 — l))c + 2?, 

+ / — l(ainm c + m 8\n(m — 2)c + "*''^~ sin(m—k)c.. 
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M» am Kml de r, il fkut encore ecrire r-j-^'^* ' etant an BomVre eat^ 
tkr ^DKlcMfi^iie ^TOTin tome L cahicr 1. de ce jourmaL pa^ 17. et iS^X 

Totts las ccksmcs et les aaos sont momdres qne FiEiiite; mais daaa 
I» series ci dassos ib ne dimmncnt pas Beoessairemeat jusqii a O. Daac 
OBS ;iierMS oft scr»at aecafimremcnt canTargesles ^w daas le cas, oa ks 

its das caffißcicms Knotniagx d«s toniMS infinimcat äoignes far «b 
ia&u a&ail e^gaiix a wm. Cda B*a liev« sairact \TSL TA]^ fae 
Itrs^M TexpiKamt fit est pwitiC Do&c. Texpressmi et desns de ^^cosrjT 
MiHt geaeraUnw at cocLTergcmte ^«e si expmamt fli est positifl 




*• 



Obt paorra trocT-er de oc^me les c^sditSoBS de la coa^ 
sens .4 dt«Ue« ä trijle ete. c&tree. Oa ks tinsra des k£« 
U4]Uies .1 osU« <pw Bi»es T e apa a s de faire szr les series ordiaaiics. 



A cietfe? «of;Ksiaoi cic^xs din^os vs ic«t d>i3i procede^ ^ai 
«pü^^Es les liaiites de la i^nme d viie serie» 

Sc^MRoa: «sae i^erie« c#at &es teKaes« ea les pre^es de tam&ss cxi 
eat le aateie si^ae» diaKu*B^ omtic^sriSesK^;!. ä partir da jvezaier« jt»- 
cz\& rixisL Sni e a t te^ff«»!ites daju ce cas les r» ■ 1. 1 . <m les cmoies A^ 

taraus;. par ks erdi<iux^H£S ^rtä*:dC>fLajes Jft.^'^ -'x^« ^;^ ^>^» ^"^ 

imttt cmKsxhn^ carresp^x^faxtes axx a^zsnsses J^,J^c =1« jf^ J^ = :^ -^i-^: 
^S cte. Jkäies faxe des xldcssscs sera X3^ ^Lfrasbj^öite Ae Ht cjizsr^* et 
^ jttazus^ de li iene üsrx ^x^ -^ ^ seaks» des aires des x-uuljä&i^rii^ 

SUIS ^K^ ^i^i^ -^^^^ k iLTxei&r de ftma^ o» jitrjZifaiiCTaBLSzies 

<cu.t =^1. Ceiae SMcaae d» aa«s est j^Ixs ^ci^aade» ^^xe Fan eaare 
k <vixv%eL b weniMpe «ifizoiüiee et T^xe d*£S ^^änsaa^ nraüm;r|casslLC«« 

J^^Cft pairxa D^. D^ nncs: axrrais I» farJhSjiingyaTmiWfS 

jf*.^« -3f^^> ^^ ^li üBnra^ eirciriSstfis avec ks jgaiBahgyaaa 

axifss J^C\« jfrC IViac k üiaccse d» ans de c«s i wiiimm 

lOjragtettayi.Tn aiaiT sera «^säe a k laotaxie Ae k aene« aawiiT JHt jeeHaEr 
tti iMtfL Kiis rure« ceoignse «a£Be k is^ravoie« Taxe d» .äansaw et la 
^ozifce «e^oaife« «t f-xs rravee^ CTe k anxtODe i» i;üc^» <&» par- 

iffittkcnBraxies Jf.d^. A'^- <'^i^ I^mr Faire de k omr^ «aa 

maigffiiw eatx^ k ^raurif lAr k Mne tSv^iJ^ et «ffir dr k i«v smzus am 

Sttsc / k snouDe Ae k Mvaa. / f aore de k «imnie et j^ 
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le premier terme de la sörie^ on a 

i et X ^tant deux quantitös n^cessairement positives« Leur somme sera 
ögale k a^^ comme les deux ^quations ^noncöes le fönt voir^ en les re- 
tranchant Tune de Tautre. De lä il suit gue k et n sont röellement^ Tun 
et Fautre^ moindres que a^. Donc on a 

^<f+^ et ^>/. 
Si donc on peut trouver Faire de la courbe, on aura deuz linaites^ entre 
les quelles la somme de la s^rie sera n^cessairement comprise. 

En repr^sentant par y les ordonn^es de la courbe et par a„ les ter- 
mes ou les groupes de termes de la s^rie^ T^quation de la courbe sera 

oü n exprime les abscisses et y est regard^ comme fonction de n. Cela 
posö^ Faire de la courbe sera ^gale a Fint^grale de ydn, prise par rap- 
port ä Hy c'est-ä-dire on aura 

L^int^grale doit 6tre 3= pour /z =: 1 j et^ en j faisant nsszoo, eile don- 
nera les limites de la valeur de la s^rie totale. On voit bien^ que ce 
proc^dö peut encore dtre appliqu^^ en ne cherchant la valeur^ que d'une 
partie quelconque de la s^rie donn^e. Si Fon cherche les limites de la 
valeur d'un^reste de la sörie, par exemple de celui^ qui compläte la 86- 
rie, ä partir du m""* terme, il n'y a qu*ä supposer Fint^grale = pour 
nxs^m^ puis on fera /z = oo, 

Exemples. 
I. Seit donnee la serie 

i+i+^+i +1+^» 

on a o^Ä — , donc /=/ — = log/2 + Const., et si/doit Ätre pour 
n^=im, = log/72 -}- Const Cela donne Consl. = — log/w, et 

Donc les limites de la yaleur 'du reste de la s^rie, ä partir du m'^ 
terme > sont 
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Ces limites toutes les deuz sont infiniment grandes pour /t = oo 

et elles ne diff^rent que d'une quantit4 finie — • Donc la valeur du reste 

de la sörie est oo. Cela s'accorde avec (6. !.)• 
n* Soit donn^e la s^rie 

on a a„ = — , donc /=/ -17 = 1 I-Const, et si Ton cherche la 

valeur du reste, ä partir du m"* terme, c=: r— J- Const, donc 

Con8t. = — j— ■ et 



/ 



71*-."— m»-/* 



1-^ 

Donc les limites de la valeur du reste de la serie seront 

1 — f* ■ in/* 1 — f* 

Soit |X =3 2^ les limites seront 

tT^^-wt^ , 1 ^ 71-' — m-~* 
— 1 ' m* — 1 ' 



ou bien 



et pour /J = c». 



i-4-i. — i. et — — — 

m* "^ m 71 m 71 ' 

1,1 ,1 

7n* ' m 771 



Mais ce proc^dö n'est applicable qu'aux cas^ oü Tintögrale Jü^dn 
peut Stre trouv^e sans les secours de s^ries. 
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5. 

.Verwandlung und Theilung sphärischer Figuren durch 

Construction. 

(Vom Herrn J. Steiner.) 



In den Elementen der Geometrie^ (Anmerk. X.) beweiset Legendre 
den merkwürdigen Satz: 

^,dafs die Scheitel aller sphärischen Dreiecke über derselben Grund- 
linie und von gleichem Flächeninhalte in einem bestimmten kleinen 
Kreise liegen/' 
Den Satz hat Lex eil zuerst gefunden (Nova acta Petropolitana, fünfter 
Band, "erster Theil). 

Die künstlichen Ausdrücke^ welche für den Radius des genannten 
Kreises und zur Bestimmung der Lage seines Mittelpuncts gefunden wer- 
den, sind nicht geeignet, die eigentliche Lage des Kreises leicht zu er^ 
kennen zu geben, noch weniger, denselben danach leicht construiren zu 
können. Da aber auf diesen Satz mancherlei Untersuchungen gegründet 
werden können, wie z. B. die Verwandlung und Theilung der sphäri- 
schen Figuren, so war eine genauere Bestimmung desselben, so wie ein 
einfacherer Beweis, sehr wünschenswerth. In der That findet sich, dals 
der genannte Ortskreis, ohne Rechnung zu Hülfe zu nehmen, unmittel- 
bar construirt werden kann, und dals auch der Satz selbst durch eine 
ganz elementare Betrachtung sich beweisen läfst. 

In Folgendem soll daher der LezelTsche Satz dahin yervollstän- 
digt werden: 

„dafii der Ort der Scheitel aller sphärischen Dreiecke über dersel- 
ben Grundlinie und von gleichem Flächeninhalt ein bestimmter klei- 
ner Kreis ist, welcher durch die beiden Gegenpuncte der 
Endpuncte der 'Grundlinie gehf 
Hiernach ist alsdann der Ortskreis leicht zur construiren, und da- 
durch wird man in den Stand gesetzt, durch Hülfe dieses Satzes eine Reihe 
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von Aufgaben über Verwandlung und Theilung der sphärischen Figuren 
zu lösen ^ welche denen bei geradlinigen Figuren in der Ebene analog 
sind, d. h.y man kann alsdann durch blofse Construction jedes beliebige 
sphärische Polygon successive in ein Dreieck oder Zweieck ^ oder auch 
in ein sphärisches Quadrat verwandeln, desgleichen jedes gegebene sphä- 
rische Dreieck (oder Polygon), von einem gegebenen Punct au^, in zwei 
gleiche Theile, oder nach sonstigen Bedingungen, theilen. 

2. 

Jeder Kreis auf der Kugelfläche, dessen Ebene durch den Mittelpunct 
der Kugel geht, heifse ein Haupt kr eis, jeder andere dagegen Sphären- 
kreis oder auch schlechthin Kreis, Der Bogen eines Hauptkreises aus 
dem Pol eines Sphärenkreises, bis an irgend einen Punct der Peripherie 
des letzteren, heifse sphärischer Radius desselben. Ein durch 2, 3, 4, • • • . 
Hauptkreis -Bogen begrenzter Theil der Kugelfläche heifse sphärisches 
Zweieck, Dreieck, Viereck, .... etc., wie gewöhnlich. Ein Haupt- 
kreis, der einen anderen Kreis berührt, heifse sphärische Tangente an 
letzteren. 

Die Sätze : „ dafs die sphärischen Tangenten eines Sphärenkreises auf 
dem zugehörigen sphärischen Radius senkrecht stehen;" — „dals der 
Durchschnittspunct zweier sphärischen Tangenten, die denselben Kreis 
berühren, gleich weit von beiden Berührungspuncten entfernt ist}" — 
„und dafs im, gleichschenkligen sphärischen Dreieck die Winkel an der 
Grundlinie einander gleich sind, und umgekehrt}" sind leicht zu bewei- 
sen und aus der Elementargeometrie bekannt 

3. 
In einem beliebigen Sphärenkreis, dessen Pol M (Fig. 2.), sei ein 
sphärisches Viereck ABCD eingeschrieben. Nach den Ecken des Vier* 
ecks ziehe man die sphärischen Radien MA^ MB, MC, MD, \^elche, da 
sie einander gleich sind, mit den Seiten des Vierecks vier gleichschenk» 
lige Dreiecke AMB, BMC .... bilden, in denen die Winkel an den 
Grundlinien einander gleich sind (2.), so dafs 

a = ß; y,=ßx} y = ^i (x^ — K\ 

und folglich: 

oder: 

A-\-C — B + Di 
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das heifst; ^^bei jedem sphärischen Viereck im Krebse sind 
die Summen der zwei Paare gegenüber liegender Winkel 
einander gleich." *) 

4. 

Zieht man in dem sphärischen Viereck ABCD (Fig» 3.) im Kreise 
die sphärische Diagonale ^C, so hat man^ zufolge des vorliegenden Satzes : 

ö + c — J? = D — a — y. 
Ebenso hat mian : ö» + c^ — 5, = i> — a — y, und mithin : 

a^c — B = a, + c,-^l?,j 
das heilst: y^bei allen sphärischen Dreiecken jfBCy AB^C^ ••••^ 
welche über der nemlichen sphärischen Sehne AC und auf 
der nämlichen Seite in einen Sphärenkreis beschrieben 
werden^ ist der Unterschied zwischen dem Winkel (B, ^x) 
an der Spitze und der Summe der Winkel (ö + ^f ^i + ^i) ^^ 
der Grundlinie constant/' Und umgekehrt: 

,^Der Ort der Scheitel {By B^) aller sphärischen Drei- 
eck-e ABCy AB^Cj .... über der nemlichen Grundlinie AC^ 
und bei welchen der Unterschied zwischen dem Winkel an 
der Spitze und der Summe der Winkel an der Grundlinie 
gleich ist einer gegebenen Gröfse^ ist ein bestimmter Sphä- 
renkreis, welcher durch die Endpuncte Ay C der Grund- 
linie geht" 

Nimmt man an, die Grundlinie AC gehe durch den Fol M des 
R^ises^ so folgt, vermöge der gleichschenkligen Dreiecke AMB und BMCy 
da£s 5 = a + c, d. h.: 

,,Bei jedem in einen Sphärenkreis beschriebenen sphärischen Drei- 
ecke, das den sphärischen Durchmesser des Kreises zur Grundlinie hat^ 
ist der Winkel an der Spitze gleich der Summe der Winkel . an der 
Grundlinie}"" und umgekehrt: „die Scheitel aller sphärischen Dreiecke 
über der nemlichen Grundlinie^ und bei welchen der Winkel an der 

*) Dieser Satx ist blofs ein specieller Fall von dem allgemeineren SaUe : «,Bei jedem sphft» 
riscben 2nEck im Kreise, ist, wenn man Hit Winkel der Ordnung nach nnme- 
rirty die Somme der Winkel mit geraden Nummern gleich der Summa der flhri- 
gen,*' welcher sich auf gleiche Weise beweisen Iküu Es steht ihm ein anderer Satst 9,Bei je- 
dem sphärischen 2nEck um den Kreis ist die Summe der Seiten mit geraden 
Nummero gleich der Summe der flbrigen,'* gegenaber, welcher eben sl» laicht au ba- 
weiscii ist. 
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Spitze gleich ist der Summe der Winkel an der Grundlinie, ist die Pe- 
ripherie des Sphärenkreises, welcher die Grundlinie cum sphärischen 
Durchmesser hat.*' 

5. 
Es sei ABC (Fig. 4.) ein beliebiges sphärisches Dreieck. J^j B^ 
sollen die Gegenpuncte Ton Aj B^ also die Bogen ACA^^ BCB^ halbe 
Hauptkreise sein, so finden zwischen den Winkeln der beiden sphäri- 
schen Dreiecke ACB und AfiB^ folgende Beziehungen statt: nemlich 
r = Cj j a = «li ß = Kj und da ö + a = 6 + ß = 2Ü (2 Rechte), so ist 
auch ö 4- flr» = A + Äj = 2Ä, und folglich : 

d. h.: y, bleibt die Summe a -4- & + ^ constant, so bleibt auch der Untere 
schied c^ — (ö» + h^ constant'' 

Nun folgt aus dem bekannten Satze, wonach der Flächeninhalt 
eines sphärischen Dreiecks aus der Summe seiner drei Winkel gefunden 
wird, dals für alle sphärische Dreiecke ABC^ über derselben Grundlinie 
AB und Ton gleichem Flächeninhalt, die Summe der drei Winkel 
{jiJ^h'\'C) constant bleibt', daher bleibt auch in den zugehörigen Drei» 
ecken AfiB^ der Unterschied c^ — (ö^i + ^i)» d- h, der Unterschied zwi- 
schen dem Winkel (cj an der Spitze uud der Summe («i + ÄJ derWinkd 
an der Grundlinie, constant, und folglich ist der Ort des Scheitels C die 
Peripherie eines Sphärenkreises, der durch die Puncte -//,, B^ geht (4.). 
Daraus folgt der nachstehende merkwürdige und fruchtbare Satz: 

,,Der Ort der Scheitel aller sphärischen Dreiecke ABC^ 
über derselben Grundlinie AB und von gleichem Flächen- 
inhalt, ist die Peripherie eines bestimmten Sphärenkreises^ 
der durch die Gegenpuncte A^y B^ der Endpuncte Ay B der 
gemeinschaftlichen Grundlinie geht." 

6. 

Bleibt also die Grandlinie AB des sphäi'ischen Dreiecks ABC an- 
verändert, und sein Scheitel C bewegt sich in der Peripherie des Krei- 
ses AfiB^y so bleibt sein Flächeninhalt constant. Nähert sich der Schei- 
tel C einem der beiden Puncte A^y B^y z. B. dem Puncte B^, bis er end- 
lich mit ihm zusammenfallt, so fällt der Bogen AC mit AB^ zusammen, 
und da C£^ = %vird, so geht BC in den halben Hauptkreis J3D2}^ über^ 
welcher den Kreis AfiB^ in B^ berührt. Daher folgt, dafs der Flä- 
chen* 
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cheninfaalt des Dreiecks ABC gleich ist dem Flachenin- 
balt des Zwei.ecks BaB^DB oder jiBji^EJy dessen eine 
Seite BDB^ oder AEJ^ den Ortskreis A^CB^ in 5, oder -rf; 
berührt. 

Es ist zu bemerken^ dafs» wenn die Grundlinie AB und der Flä« 
cheninhalt des sphärischen Dreiecks ABC gegeben sind^ dafs alsdann ei- 
gentlich zwei Ortskreise für den Scheitel C statt finden^ indem man sich 
das Dreieck auf zwei verschiedenen Seiten der Grundlinie vorstellen kann} 
beide Ortskreise sind aber noth wendiger Weise einander gleich^ schnei- 
den einander in den Puncten A^^ B^, ihre Ebenen bilden mit der Ebene 
des Hauptkreises ABA^B^ gleiche Winkel, und die Gerade, welche ihre 
Pole verbindet, steht auf der letzteren Ebene senkrecht In dem beson- 
deren Falle^ wo die Summe der Winkel des Dreiecks gleich 4 Rechten^ 
d. h. wo flf 4- * + ^ = 4fi, ist rj = flfj + b^ (5.), und daher ist AJB^ ein 
sphärischer Durchmesser für jeden der beiden genannten Ortskreise (4.), 
folglich fallen beide Ortskreise in einen einzigen zusammen, dessen Ebene 
zu der Ebene des Hauptkreises ABA^B^ senkrecht ist. 

Es sei P (Flg. 5.) der Pol des Hauptkreises ABAß^ und EPF der- 
jenige Hauptkreis^ welcher die Puncte Bj B^ zu, Polen hat. Man ziehe 
aus B^ durch den Pol M des Ortskreises A^CB^ den Quadranten B^MG, 
und beschreibe mit ihm aus dem Pol G den Hauptkreis B^DB, so hat, 
da dieser Hauptkreis den Kreis A^CB^ in B» berührt, weil GMB^zvlDB^ 
senkrecht (2 ), das Zweieck BDB^AB mit dem Dreieck ABC gleichen 
Flächeninhalt. Nun ist der Bogen DE das directe Maafs für den Flä- 
cheninhalt des Zweiecks BABJDB^ und da die Quadranten PJS und GD 
einander gleich sind, also auch DE = PG ist, so ist auch der Bogen PG 
ein directes Maafs für den Flächeninhalt des Zweiecks BABßD oder des 
Dreiecks ^JBC; d.h., in demselben Verhältnifs, in welchem sich der Flä- 
cheninhalt des Dreiecks ändert, ändert sich auch der ihm zugehörige 
Bogen, und umgekehrt} so dals also einem Dreieck von doppeltem Flä- 
cheninhalt, ein zweimal so grofser Bogen entspricht. Stehen also z. B. 
über derselben Grundlinie -//ß zwei Dreiecke v'-B^ nn^ABC^y deren Fla- 
cheninhalte sich verhalten wie n:m^ und entsprechen ihnen respective 
die Puncte G, G,, so ist auch PG:PG^:=si mm, und umgekehrt. 

Crrlle*« Journil. U. Bd. 1. Hft. 7 
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Kann man abo dien Bogen PG in 6^ ao theOen, daCi PGzPG^ 
gend einem gegebenen VerhiltniCi nim ^eich ist, ao kann nun ai 
du Dreieck ABC^ findlen^ weichet mit dem gegebenen Dreieck ABC 
nerlei Grondlinie und in EUnsicht des FttcheninhaJia daa nemliche ge» 
gebene Verbältnils hat. 

& 
Ans dem Bisherigen ergiebt sich miter anderen snnichst die AnfK- 
sang folgender Aufgaben. 

L Aufgabe. ^^Ueber der Grundlinie AB eines gegebenen sphä- 
rischen Dreiecks ABC ein ^eichschenkliges Dreieck wa errichten ^ wel- 
ches mit jenem gleichen Flächeninhalt haf 

Man lege durch den Scheitel C des gegebenen Dreiecks und durch 
die Gegenpuncte A^^ B^ der Endpuncte seiner Grundlinie den Qrtskreis 
AfiB^, und errichte aus der Mitte der Grundlinie cu dieser einen sphi- 
rischen Perpendikel, so ist der Durchschnittspunct dieses Perpendikds 
und jenes OrtskreiseSy su£olge des Obigen, der Scheitel des wa constmi- 
renden gleichschenkligen Dreiecks. 

n. Aufgabe. ,, lieber der Grundlinie AB eines gegebenen ^hi- 
nsehen Dreiecks ABC ein anderes Dreieck sn enichten, welches mit 
ihm gleichen Flächeninhalt und entfTeder 1) an der Grundlinie einen 
rechten oder irgend einen gegebenen Winkel a, oder 2) eine gegebene 
Seite hat.* 

Auflosung und Beweis folgen Ton selbst. Für den Fall (2.) ist die 
Aufgabe nicht immer möglich. 

m. Aufgabe. ,,Ein sphärisches Dreie^L wa finden, wdches mit 
einem gegebenen sphirischen Dreieck ABC diesdbe Grundlinie AB und 
Reichen Flächeninhalt hat, und dessen Spitxe in einem gegebenen Haupt« 
kreise Ä liegt** 

Man construire den Ortskreis AfiB^y so schneidet dersdbe den ge» 
gebenen Hauptkreis £ in denjenigen swei Puncten, in welchen allein die 
Spitae des wa construirenden Dreiecks liegen kann; achneidet er ihn ni^t^ 
ao ist die Auflösung der Angabe unmc^ch. 

IV. Aufgabe, n^^ S^S^^^"^^ ^harisches Dreiedc ABC in ein 
Zwne^ s« Terwandeln, d. h., ein Zweiedi wa finden, wdckes mit 
dem Dreieck gleichen Flächeninhalt halT 
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Man suche den Pol M ies Ortskreises jifiB^ (Fig. 5.) 9 'iehe den 
sphärischen Radius MB^ und errichte B^DB senkrecht 2« MB^^ so ist 
BDB^AB das verlangte Zweieck {7.). 

V. Aufgabe. ^^Ein sphärisches Dreieck su construireo^ dessen 
Grundlinie gegeben ist^ und wetehes mit einem gegebenen sphäri- 
schen Dreieck ABC einen Winkel gemein und mit ihm gleichen Flä- 
cheninhalt haf 

Es sei AD (Fig. 6.) die gegebene Grundlinie des su construirenden 
Dreiecks^ und A sei der beiden Droiecken angehorige Winkel. Man ziehe 
den Hauptkreis CDy und construire nach (HL) das Dreieck CJDEf wel- 
ches mit dem gegebenen Dreieck CDB gleichen Flächeniniialt und diie 
Grundlinie CD gemein hat^ und dessen Scheitel E in dem gegebenen 
Hauptkreise AC liegt ^ so ist ADE das gesuchte Dreieck. Denn ist 
ACDB = ACDE, so ist auch ACFE = ADFB, und folglich auch 
AABC =: AADE. 

VL Aufgabe. ^^Ein sphärisches Dreieck zu -construiren^ wel- 
ches mit einem gegebenen sphärischen Dreieck ABC gleichen Flächen- 
inhalt hat^ und von dessen Seiten zwei der Grö'Ise nach gegeben sind." 

Diese Aufgabe lalst sich mittelst (11^ 2.) auf (V.)^ und umgekehrt^ 
mittelst (V.) auf (11^ 2.) zurückführen. Uebersteigt der genannte Flächen- 
inhalt eine bestimmte Grenze, so findet die Aufgabe nicht. Statt 

VII. Aufgat>e. ^^Ein sphärisches Dreieck cu construire% welches 
mit einem gegebenen sphärischen Dreieck ABC gleichen Flächeninhalt 
hat, und von welchem eine Seite und ein Winkel der Grölse nach ge- 
geben sind,**. 

Diese Aufgabe läfst sich^ wie die vorige^ durch Hülfe von (U, 1.) 
und (V.) lösen. 

VnL Aufgabe. ,, Ein gegebenes sphärisches Viereck in ein sphä- 
risches Dreieck zu verwandeln, d. h«, ein Dreieck zu construiren, wel- 
ches mit dem Viereck eine Seite und einen Winkel gemein, und mit 
ihm gleichen Flächeninhalt hat" 

Es sei ABCD (Fig. 7.) das gegebene Viereck. Man ziehe eine 
sphärische Diagonale PJB, und verlangte an dem einen Endpuncte der- 
selben eine Seile des Viei^cks, z. B. in B die Seite AB nach E hin, 
lind construire sodann, nach (HL), das Dreieck DBEy welches mit dem 
Dreieck DBC über derselben Grundlinie DB AehU gleichen Flächen- 
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inthalt bat, und dessen Scheitel £ in der Verlängerung der Seite ^B liegt^ 
so ist j4ED das gesuchte Dreieck ^ welches mit dem Viereck ABCD 
gleichen Flächeninhalt und den Winkel J und die Seite AD ge* 
mein liat 

IX. Aufgabe. ^, Irgend eiti gegebenes sphärisches Vieleck in einf 
anderes zu verwandeln^ welches eine Seite weniger haf 

Die Aufgabe wird auf ähnliche Weise gelöst wie die vorige* 
Hieraus folgt: 

9^Dafs man durch blofse Construction jedes gegebene 
sphärische Vieleck in ein sphärisches Vieleck irgend ei- 
ner Gattung mit einer kleineren Anzahl Seiten^ folglich je- 
des gegebene sphärische Vieleck in ein Dreieck oder Zwei- 
eck verwandeln kann/' 

9. 

Ferner ergiebt sich aus den obigen Betrachtungen die Auflösung 
folgender Aufgaben. 

I. Aufgabe. 9, Ein gegebenes sphärisches Dreieck durch einen 
Hauptkreis aus einem seiner Winkel in zwei gleiche Theile zu theilen/' 

E^ sei JBC (Fig. 8.) das gegebene Dreieck. Man construire den 
Ortskreis AßB^y dessen Pol M ist. Aus dem Pol B ziehe man den 
Hauptkreis EPGF. Ferner ziehe man den Hauptkreis DPMD^ so, dals 
er zu der Grundlinie AB senkrecht ist und sie in D halbirt; alsdann 
ist P der Pol des Hauptkreises ABAß^. Endlich ziehe man den Qua- 
dranten B^MGf halbire PG in G^, ziehe den Quadranten G^M^B^y wel- 
cher den Hauptkreis DPMJ)^ in M^ schneidet, und ziehe aus dem Pole 
M^ mit dem sphärischen Radius M^B^ den Sphärenkreis B^baA^, so ist, 
zufolge (7.), sowohl das sphärische Dreieck ABa, als auch ABb, halb so 
grob als das gegebene Dreieck ABC, und folglich leistet jeder der bei- 
den Hauptkreise Aa und Bb der vorgelegten Aufgabe Genüge« 

Es sei Cc der dritte Hauptkreis, welcher das gegebene Dreieck ^J3C, 
der Aufgabe gemäls, halbirt, und C^ sei der Gegenpunct des Scheitels C, 
so liegen, vermöge der vorstehenden Auflösung, sowohl die vier Puncto 
A^y B^y by a, als auch J3,, C^, c, &, so wie auch C^, A^^ üy c in einem 
Kreise. Da die Ebenen dieser drei Kreise einander im Allgemeinen in 
einem Punct schneiden, so treffen auch die drei Geraden A^a^ B^bi 
C^c^' in welchen die nemlichen Ebenen einander schneiden, in demselben 
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Punct O zusammen, und folglich schneiden die Ebenen der drei Haciptkreise 
AaA^y BbB^y CcC^ einander in einem und demselben Durchmesser 
Sf^O der Kugel > welcher durch den Punct geht^ so dafs folglich die 
drei Hauptkreise Aß, Bby Cc einander in einem und demselben Puncto 
Q schneiden. Daraus folgt der nachstehende merkwürdige Satz: 

9^Die drei Hauptkreise {Aa^ Bb, Cc), ron denen jeder 
durch einen Winkel eines gegebenen sphärischen Dreiecks 
(ABC) geht und die Fläche desselben halbirt^ treffen einan- 
der in einem und demseben bestimmten Puncto j^.*' 

Durch irgend zwei der drei Hauptkreise ist demnach der dritte 
unmittelbar gegeben. 

Der vorstehende Satz findet bekanntlich apf analoge Weise beim 
geradlinigen Dreieck statte bei welchem der Punct (i^)^ in welchem die 
drei Halbirungslinien einander schneiden, zugleich die Eigenschaft hat, 
dals er der Schwerpunct der Fläche des Dreiecks ist * 

IL Aufgabe. ^^Ein gegebenes sphärisches Dreieck, von einem 
beliebigen Punct aus, der in einer seiner Seiten liegt, durch einen 
Hauptkreis in zwei gleiche Theile zu theilen.'' 

Es sei ABC (Fig. 9.) das gegebene Dreieck und D der gegebene 
Punct. Man theile das Dreieck aus einem Winkel, z. B. aus A, durch 
den Hauptkreis Aa in zwei gleiche Theile (I.), und verwandele nach 
(8,111.) das sphärische Dreieck ADa in DaE, so theilt der Hauptkreis 
DE das gegebene Dreijeck in zwei gleiche Theile. 

HL Aufgabe. „Ein gegebenes sphärisches Viereck durch einen 
Hauptkreis aus einem seiner Winkel in zwei gleiche Theile zu theilen.** 

Es sei ABCD (Fig. tO.) das gegebene Viereck. Dasselbe soll z. B. 
aus dem Winkel A, durch einen Hauptkreis, in zwei gleiche Theife ge* 
theilt werden. Man verlängere die Seite BC nach E hin^ und mache, 
nach (8, IIL), das Dreieck ACE gleichfiächig mit ACD, und theile das 
Dreieck AEB durch den Hauptkreis AF in zwei gleiche Theile (i.)\ so 
ist auch AAFB = Viereck AFCD, und folglich leistet der Hauptkrei« 
AF der Aufgabe Genüge. Hätte man statt der Seite BC die Seite DC 
nach £» hin verlängert, und A ACE^ = AACB gemacht, »nd durch den 
Hauptkreis ^jPi das Dreieck ADE^ halbirt, so miifste man alsdann noch 
das Dreieck ACF^ in ACF verwandeln, um de» Hauptkreis AF zu fin- 
den, welcher die Forderung der vorgelegten Aufgabe erfüllt 
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Hat man erst einen Hauptkreis jiF gefunden > so lassen sich dar* 
ausy mit Hülfe von (8, HI.)> die drei übrigen Hauptkreise^ welche aus den 
drei übrigen Winkeln By C, D das Viereck halbiren^ leicht finden. 

IV, Aufgabe« ^^Ein gegebenes sphärisches Viereck durch einen 
Hauptkreisy welcher durch einen in einer Seite desselben gegebenen 
Punot geht^ in zwei gleiche Theile zu, theilen/' 

Es seiABCD (Fig. 11.) das gegebene Viereck und JB der gegebene 
Punct Man theile z. B. aus dem Winkel jiy durch den Hauptkreis JF, 
das Viereck in zwei gleiche Theile (III.) 9 und verwandele hierauf 4as 
Dreieck EFA in EFG^ so theilt der Hauptkreis EG das gegebene Vier- 
eck in zwei gleiche Theile. 

V. Aufgabe. ^^Ein gegebenes sphärisches Vieleck durch einen 
Hauptkreis aus einem seiner Winkel in zwei gleiche Theile zu theilen." 

Es sei z. B. das Fünfeck jiBCDE (Fig. 12.) gegeben ^ welches aus 
dem Winkel A durch einen Hauptkreis AH in zwei gleiche Theile ge- 
theilt werden soIL 

Man verwandele das gegebene Fünfeck in das Viereck AFDE, 
theile dieses Viereck durch den Hauptkreis AG in zwei gleiche Theile 
(III.)> und verwandele das Dreieck ADG in ADH (8, IIL), so theilt der 
Hauptkreis AH das gegebene Fünfeck in zwei gleiche Theile. 

Hat das gegebene Vieleck mehr als fünf Seiten ^ so verfahrt man 
auf ähnliche W^e. 

VI- Aufgabe« ^^Ein gegebenes sphärisches Vieleck aus einem 
Puncto der in einer seiner Seiten gegeben ist^ durch einen Hauptkreis in 
zwei gleiche Theile zu theilen/* 

Die Aufgabe kann durch Hülfe von (V.) wie die Aufgabe (IV.) 
durch Hülfe von (III.) gelöst werden. 

VIL Aufgabe. y^Ein gegebenes sphärisches Dreieck 1) von ei- 
nem seiner Winkel aus 9 oder 2) von einem in einer seiner Seiten ge- 
gebenen PuDCt aus^ durch Hauptkreise^ in 4^ 6, 16» gleiche Theile 

zu theilen." 

Der Fall (1.) erfordert nur eine wiederholte Anwendung der Auf- 
gabe (L). Der Fall (2.) dagegen erfordert die Anwendung von (I.) und 
^U.). Soll z.B. das Dreieck ABC (Fig« 9.) aus dem Punct D in vier 
gleiche Theile getheilt werden , so theile man dasselbe zuerst durch den 
Hauptkreis DE in zwei gleiche Theile » und hierauf theile man sowohl 
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I 

das Dreieck DEC y als auch das Viereck DEBAy von D aus^ in zwei 
gleiche Theile (I. und III.)^ so hat man die Forderung der Aufgabe erfullb 

Auf dieselbe Weise kann das Viereck u. s. w. getbeilt werden. 

Da man einen gegebenen Winkel oder einen gegebenen Kreisbo- 
gen » durch Construction ^ nicht in drei gleiche Theile theilen kann^ so 
kann auch das sphärische Dreieck durch blolse Construction nicht in 
drei gleiche Theile getheilt werden (7.) und (L). Wohl aber kann um- 
gekehrt ein gegebenes sphärisches Dreieck^ blols durch Construction^ be^ 
liebig vervielfacht werden (7.). 

VUL Aufgabe. ^^Von einem gegebenen sphärischen Dreieck ein ' 
Stück abzuschneiden^ welches mit einem anderen gegebenen sphärischen 
Dreieck gleichen Flächeninhalt hat" 

Es soll z. B. von dem Dreieck ABC (Fig. 13.) ein Stück abgeschnit- 
ten werden^ welches mit dem Dreieck ADE gleichen Flächeninhalt hat. 
Man verlängere AE nach jPhin^ und verwandele das Dreieck BED in 
BEF (8, ia.)f desgleichen das Dreieck ABF in ABO, so ist dieses Drei- 
eck ABG das verlangte abzuschneidende Stuck (vergl. 8^ VIL). 

Auf ähnliche Weise kann man von einem gegebenen sphärischen 
Vieleck ein Stück abschneiden^ welches einen gegebenen Flächen- 
inhalt hat, 

lO. 

Ein sphärisches Dreieck^ oder überhaupt ein sphärisches Vieleck^ 
von einem in der Kugelfläche beliebig liegenden Punct aus^ in zwei 
gleiche Theile zu theilen ^ sind einige Hülfssätze nöthig^ die an einem 
anderen Orte im Zusammenhange vorgetragen und bewiesen^ also hier 
nur kurz angedeutet werden sollen. Zum leichteren Verständnils mögen 
die analogen Betrachtungen bei geradlinigen Figuren in der Ebene vor- 
angehen^ weil zwischen beiden Betrachtungen eine auffallende Ueberein- 
stimmung Statt findet. 

11. 

I. Haben zwei geradlinige Dreiecke ABC und ADE (Fig. 14.) 

einen gemeinschaftlichen Winkel A und gleichen Flächeninhalt^ so ist 

bekanntlich : 

AB.AC t=5 ADt.AE. 
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Ist das eine Dreieck gleichschenklig , s. B.^ ist AD^^JE^ so ist 

alsdann 

jfB.AC =z JD* = JE\ 

Nimmt man jiB^ =r jiB und zieht irgend einen' Kreis ^^I, der durch 
die Puncte JB^ und C geht^ so ist die Potenz dieses Kreises (s. Bd. 1. 
S. 164« dieses Journals), in Bezug auf den Punct A gleich ^B^ X AC=jiD\ 
dieselbe Potenz ist aber auch gleich dem Quadrat der aus J an den Kreis 
gelegten Tangente AT, d. i. =JT*, folglich ist JF=JD = JE. 

IL Es ist femer bekannt, dafs die Grundlinien BC, DE, • . . aller 
Dreiecke ABC, ADE, • • ., welche einen gemeinschaftlichen Winkel A 
und gleichen Flächeninhalt haben, von einer bestimmten Hyperbel, wel-^ 
che die Schenkel AD, AC des Winkels A zu Asymptoten hat, berührt 
werden, und zwar wird jede Grundlinie in ihrer Mitte berührt. Die 
Hauptaxe der Hyperbel halbirt demnach den Winkel A, und der eine 
ihrer Scheitel liegt in der Mitte G der Grundlinie DE des gleicln 
schenkligen Dreiecks ADE. Daher folgt ferner, dals der mit dem Ra- 
dius AD =^AE = AT, aus dem Mittelpunct A beschriebene Kreis DFET 
die Axe AG im Brennpunct F der Hyperbel schneidet Wenn also das 
Dreieck ABC gegeben ist, so kann man, durch Hülfe des Kreises Jf, 
leicht den Scheitel G und den Brennpunct F derjenigen Hyperbel fin- 
den, welche die Grundlinie BC berührt und die Seiten AB, AC zu 
Asym^t ten hat. 

12. 

Auf den Eigenschaften (11.) gründet sich unter anderen die Auflö- 
sung folgender Aufgaben. 

L Aufgabe. „Ein gleichschenkliges Dreieck zu construiren, wel- 
ches mit einem gegebenen Dreieck gleichen Flächeninhalt und den Win- 
kel an der Spitze gemein hat* 

Die Auflösung dieser Aufgabe ergiebt sich sehr leicht aus (11, !.)• 

IL Aufgabe. „Ein Dreieck zu construiren, welches mit einem 
gegebenen Dreieck gleichen Flächeninhalt und den Winkel an der Spitze 
gemein hat, und dessen Grundlinie durch einen gegebenen Punct geht."* 
Oder, was dasselbe ist: 

^Aus einem gegebenen Punct eine Gerade so zu ziehen, dafs sie 
mit zwei gegebenen Geraden, welche mit dem Punct in einer Ebene 
liegen, ein Dreieck bilde, dessen Flächeninhalt gegeben ist" 

Es 
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Es sei ABC (Fig. 15.) das gegebene Dreieck und P der gege- 
biene Punct 

Nach (11^ IL) folgt, dafs die Aufgabe einerlei ist mit folgender: 

„Aus einem gegebenen Puncte P an eine Hyperbel, deren Asymp- 
toten jiCy jiBj nebst einer Tangente BCy gegeben sind, eine Tangente 
«u legen." 

Die Aufgabe wird dencinach, "wie folgt, gelöset. 

Man mache AB^ = AB^ lege durch die Puncte JB^^ C, einen beliebi- 
gen Kreis B^TCj an diesen aus A die Tangente -r^T^, und beschreibe mit 
derselben aus A den Kreis TEFDF^, welcher die Hauptaxe F^F der 
Hyperbel in ihren Brennpuncten F, P\ schneidet, und dessen Sehne DE 
derselben Axe in ihrem Scheitel G begegnet. Mit der Hauptaxe GjG 
= 2 AG beschreibe man aus J^» den Kreis QQiQ%y und aus P den Kreis 
FQQ^y verbinde den Durchschnitt Q beider Kreise mit dem Brennpunct 
jP, und fälle auf diese Gerade QF slub P das Perpendikel PO, so ist die- 
ses Perpendikel die gesuchte Tangente, und leistet folglich der obigen 
Aufgabe Genüge, d. h., sie schneidet ein Dreiecli HIA ab, welches mit 
' dem gegebenen Dreieck ABC gleichen Flächeninhalt hat. Ebenso ist 
das aus P auf die Gerada FQ^ gefällte Perpendikel POJIJ^ eine Tan- 
gente an die Hyperbel, und schneidet ein Dreieck ^H^,/^ ab, welches mit 
dem gegebenen Dreieck ABC gleichen Flächeninhalt hat. 

III. Aufgabe. „Wenn in einer Ebene ein Dreieck und irgend 
ein Punct gegeben ist, so soll man aus diesem Puncte eine Gerade so 
ziehen, dafs sie die Fläche des Dreiecks in zwei gleiche Theile theilt.'* 

Man ziehe aus den Winkeln nach den Mitten der gegenüber lie- 
genden Seiten des gegebenen Dreiecks ABC (Fig. 16.) die Geraden AA^ , 
BB^y CC^y YOn denen bekanntlich jede das Dreieck halbirt, und die ein- 
ander in einem und demselben Puncte S schneiden, und die Ebene in 6 
unendliche Winkelräunle theilen. Befindet sich nun der gegebene Punct, 
z.B., in dem Winkelraum ^»5C,, wie P, so ziehe man die Gerade PI?E 
so, dafs das Dreieck DEB mit dem Dreieck BCC^ gleichen Flächenin- 
halt hat (IL), so ist der vorgelegten Aufgabe Genüge gethan. 

Liegt der gegebene Punct P aufserhalb des gegebenen Dreiecke, so 
lälst die Aufgabe nur eine Auflösung zuj liegt er aber innerhalb des«* 
selben, so sind eine, zwei und höchstens drei Auflösungen möglich. 

Crelle's Journal. IL Bd. 1. Hft. 8 
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Denn aus (11,11.) folgt, dafs von allen möglichen Geraden, welche das 
Dreieck halbiren, jede eine von drei bestimmten Hyperbeln berührt, 
welche die Seiten des Dreiecks zu Asymptoten haben. 

IV. Aufgabe. „Aus einem in der Ebene eines gegebenen Drei- 
ecks willkürlich angenommenen Punct eine Gerade so zu ziehen, dab 
sie die Fläche des Dreiecks nach einem gegebenen Verhältniis theilf 

Diese Aufgabe wird, wie die vorige, auf (IL) zurückgeführt. 

V. Aufgabe. „Wenn in einer Ebene ein Viereck und irgend 
ein Punct gegeben ist, so soU man aus dem Punct eine Gerade so zie- 
hen, dafs sie das Viereck 1) halbirt, oder 2) nach irgend einem gegebe- 
nen Verhältnils theilt, oder 3) von demselben ein Stück von gegebener 
Grölse abschneidet." 

Es sei JBCD (Fig. 17.) das gegebene Viereck und P der gegebene 
Punct. Für den Fall (1.) halbire man das Viereck durch die Gerade 
CC^ aus dessen Winkel C, und ziehe hierauf die Gerade PFG so, dals 
das Dreieck FGE mit dem Dreieck CfiE gleichen Flächeninhalt hat 
(II.), so genügt sie der Aufgabe. Hätte man das Viereck durch die Ge- 
rade AAy^ (statt CC^ in zwei gleiche Theile getheilt, so müfste man zu* 
erst durch die Gerade PIH ein Dreieck IDH abschneiden, welches mit 
ABAy^ gleichen Flächeninhalt hätte, und dann noch das Dreieck PCH 
in das Dreieck PCGr verwandeln, wozu man HG mit PC parallel zie- 
hen mülste. 

Es ist also nicht gleich bequem, von welchem Winkel aus man 
das Viereck zuerst theilt Um dieser Schwierigkeit auszuweichen, und 
um zum Voraus entscheiden zu können, welchen zwei Seiten des Vier- 
ecks die zu ziehende Theilungslinie (PG) begegnen werde, ziehe man 
zuerst aus den Winkeln des Vierecks die vier Geraden AA^^ BB^, CC^, 
DD^y von denen jede dasselbe in zwei gleiche Theile theilt, so lälst sich 
alsdann auf ähnliche Weise, wie (III.), erkennen, welche der vier Thei- 
lungen man zu wählen habe, und welchen zwei Seiten die Theilungslinie 
PG begegnen werde. 

Bei den Fällen (2.) und (3.) verfährt man auf ähnliche Weise. 

Diese Art von Aufgaben lassen sich auch auf die Vielecke ausdeh- 
nen und werden auf ähnliche Weise gelöset 



Steiner^ T^enuandlung undTheÜung sphärischer Figuren durch Construction. d9 

13. 

Die Betrachtungen (11. und 12.) > über geradlinige Figuren in der 
Ebene^ finden nun^ wie oben bemerkt (10.) ^ auf analoge Weise bei den 
sphärischen Figuren statte nemlich wie folgt: 

I. Haben zwei sphärische Dreiecke JBCy jiDE gleichen Flächen- 
inhalt und einen Winkel A gemein^ so ist bekanntlich (Legendr e^ 
SU mens de geom. An merk. X.): 

tsiJB.tsi^C = tg^^D.tgJ^E. 
Ist das eine Dreieck gleichschenklige z.B. ist ADz=zJlEy so ist: 

tsiAB.ts^JC r^ tgl^JD^ = tgl^ES 
Nimmt man AB^ = AB (Fig. 14., wo man sich unter jeder (Gera- 
den einen Hauptkreis der Kugel denken muls), und legt durch die Puncte 
B und C irgend einen Sphärenkreis M, und an diesen aus A die Tan- 
gente AT, so ist, — da der Satz von der Potenz bei Kreisen in der Ebene 
(11, I.) auf ähnliche Weise bei Kreisen auf der Kugelfläche gilt, nem- 
lich, dals für alle, aus demselben Punct A durch den Kreis M gezogenen 
sphärischen Secanten AB^C, das Product tgiAB^.tgiAC constant bleibt*), 
welches an einem andern Orte bewiesen werden wird, und leicht zu be- 
weisen ist — : 

tg5^B,.tgJ^C = tgl^r* = tgl^D«, 
und folglich 

AT= AD = AEy 

das heifst: „die sphärische Tangente ^jT aus dem Winkel A an den Kreis 
M ist gleich der Seite AD oder AE des gleichschenkligen Dreiecks ADE, 
welches m^'t dem Dreieck ABC gleichen Flächeninhalt hat." 

II. Femer werden wir an einem anderen Orte beweisen, dals die 
Grundlinien ßC, DE, .... (Fig. 18.) aller sphärischen Dreiecke ABC, 
ADE, . . . ., welche gleichen Flächeninhalt und einen Winkel A ge- 
mein habdn, von einem sphärischen Kegelschnitt (die Durchschnittscurve 
der Kugelfläche mit der Fläche eines Kegels zweiten Grades, dessen 
Scheitel im Mittelpunct der Kugel liegt) berührt werden, und zwar, dafe 
jede Grundlinie in ihrer Mitte berührt wirdj dafs ferner die Haupt- 
axe AG des sphärischen Kegelschnitts den gemeinschaftlichen Winkel 



'•) Ebenso findet die Eigenscliaft zweier Kreise in der Ebene, welche wir ihre (;emein- 
scbaft liehe Potenz genannt haben (I.Band, Seite 175. die«cf Journals), auf analoge Weise bei 
zwei Krei&en auf der Kugel statt« 

8» 
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A lialbirty und einer ihrer Scheitel in der Mitte G der Grundlinie DJB 
des gleichschenkligen Dreiecks AUF. liegt j dafs der mit der Seite AH 
dieses Dreiecks aus A beschriebene Sphärenkreis DFEF^ der Axe in 
den Brennpuncten Fj F^ des Kegelschnitts begegnet; dals, wenn / der 
Gegenpunct von F^y mithin AJ^^=AF isiy der Kegelschnitt, in Bezug 
auf die beiden Brennpuncte F^ F^y hyperbolische^ dagegen^ in Bezug auf 
die beiden Brennpuncte J^^ / elliptische Eigenschaften hat^ d. h.^ dals für 
jeden Peripheriepunct / des Kegelschnitts sowohl der Unterschied der beiden 
Bogen IF^ — /F, als auch die Summe der beiden Bogen /F+ //constant ist, 
nemlich ersterer =2-^G=GGi, und letztere =6^; dals endlich die Tan- 
gente BIC den Winkel FIF^ der Leitstrahlen halbirt, und dals überhaupt 
das Verfahren, an einen sphärischen Kegelschnitt eine Tangente zu legen, 
demjenigen bei den ebenen Kegelschnitten ganz und gar analog ist. 

Die beiden Hauptkreise ACA^ und ABA^ kann man, wegen der 
Uebereinstimmung ihrer hier angegebenen Eigenschaft, in Bezug auf den 
sphärischen Kegelschnitt, mit den Asymptoten, in Bezug auf die Hyper- 
bel (11, n.)> spärische Asymptoten des sphärischen Kegel- 
schnitts nennen*). 



*) Wir fagen hier kürzlich noch folgende Resultate hinzu» die mit den obigen Sitzen im Za- 
sammenhange tind> aber aulser dem Zwecke diejer Abhandlung liegen. 

L »«Die Polarfignr eines sphärischen Kegelschnitts ist ebenfalb ein sphärischer Kegelschnitt, 
d. b. , zieht man in einem Peripherieponct / des gegebenen sphärischen Kegelschnitts die spbä> 
rische Normale IK^ nnd nimmt IK = einem Quadranten, so ist der Ort des Poncts K ebenfalls 
die Peripherie eines bestimmten Kegelschnitts, nnd zwar ist IK zugleich auch die sphärische Nor> 
male auf denselben im Puncte K. Ferner haben die beiden sphärischen Kegelschnitte folgende Be- 
ziehungen zn einander: Wenn %\t beide als sphärische Ellipsen angesehen werden, so haben sie 
denselben Mittelpnnct S^ ihre sphärische Axen liegen in denselben Haaptkreisen ASJ^^ LSLi^ 
nnd zwar liegt die kleine Axe der einen sphärischen Ellipse mit der grofsen Axe der andern im 
gleichen Ilauptkreise, und die Summe zweier solcher zusammen gehüriger Axen ist einem halben 
Hauptkreise gleich ; und endlich sind die Brennponcte des einen sphärischen Kegelschnitts die Pole 
der Asymptoten des andern.** 

Ans ditsem Satze folgt mit andern Worten der folgende: 

n. „Fället man aus einem beliebigen Pnncte Xlj Lotbc auf die Ebenen, welche einen gegebe- 
nen Kegd k zweiten Grades berühren, so liegen alle Lothe zusammen in einer andern Kegelfläclie 
Kl desselben Grades. Sind 2« und 2h der grufste nnd kleinste ^Yinkel am Scheitel des Kegels JC 
(die Axen -Winkel), und 2a,, 2J, dasselbe fär den KegelKz, so i»t 2a^2hi=z2m^+2hs:i2B^ 
und sowohl die beiden Axen- Winkel 2«, 2bg als 2h, 2«, liegen in einer und derselben Ebene. 
Werden diese beiden Axen -Ebenen zn Coordinaten - Ebenen genommen, so ist die Gleichung dee 
Kegels £• wenn dessen Scheitd K der Aniangspunct ist: 

y«tga2 + x^tgM = z«. tg a». tg 5*, 
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14. 

Aus diesen angedeuteten Sätzen und Eigenschaften (13.) ergeben 
sich die Auflosungen vieler sphärischen Aufgaben > z. B. der folgenden: 
I. Aufgabe. ^>Ein gegebenes sphärisches Dreieck in ein gleich- 
schenkliges zu verwandeln^ welches mit ihm den Winkel an der Spitze 
gemein hat." 

Die Auflösung ergiebt sich aus (13^ L). 

II. Aufgabe. ^^Ein gegebenes sphärisches Dreieck in ein anderes 
zu verwandeln, welches mit ihm den Winkel an der Spitze gemein 
hat^ und dessen Grundlinie durch einen gegebenen Punct geht." 

Die Auflösung dieser Aufgabe gründet sich auf (13, IL), und ist mit 
(12, II.) analog, so dafs letztere für die gegenwärtige Aufgabe wörtlich 
übertragen werden kann. 

III. Aufgabe. ,9 Ein gegebenes sphärisches Dreieck durch einen 
Hauptkreis, der von einem auf der Kugel gegebenen Punct ausgeht, in 
zwei gleiche Theile zu theilen." 

Die Auflösung ist analog mit (12, III.), nur dais beim sphärischen 
Dreieck die Hauptkreise, welche dasselbe von seinen Winkeln aus hal- 
biren, nicht durch die Mitten der gegenüberliegenden Seiten gehen, wie 
beim geradlinigen Dreieck, sondern nach (9, 1.) construirt werden müssen. 

IV. Aufgabe. „Von einem gegebenen sphärischen Dreieck durch 
einen Hauptkreis, der durch einen gegebenen Punct geht, ein Stück ab- 



imd die Gleichiin^ des Kegels X^; wenn dessen Scheitel kj^ zum Anfangspunct genommen wird» ist 

An» dem bekannten Satze (Correspondance sur VdcoU polyteehnique Tom. /• p, 179.): >,dafs 
der Ort der Durchschnittslinie zweier Ebenen, die su einander senkrecht sind und die dnrch die 
Schenkel eines fixen Winkels gehen, eine Kegelfläche zweiten Grades ist, die den fixen Winkel zum 
kleinen Axen- Winkel hat;^' oder mit andern W^orten: „dafs der Ort der Scheitel aller sphäri- 
schen Dreiecke über derselben Grundlinie , deren W^inkel am Scheitel rechte sind , ein sphärischer 
Kegelschnitt ist, welcher die Grundlinie zur kleinen elliptischen Axe hat,^* folgt nach (I.) folgen^ 
der Satz: 

III. „Dafs alle Quadranten, wie z. B. BC (Fig. 18. )i die man zwischen zwei gegebenes und 
fixen halben Hanptkreisen ABJj^ , ACAi ziehen kann , zusammen von einem bestimmten sphüri- 
sehen Kegelschnitt OJhgH berührt werden;^* oder mit andern Worten ; „dafs alle mögliche Ehe* 
nen, von denen jede durch einen gegebenen Punct K in der Durchschnittslinie «weier gegebenen 
fixen Ebenen geht und diese so schneidet, dafs dit beiden Durehschnittslinien einen rechten 'Win- 
kel bilden, zusammen einen bestimmten Kegel K zweiten Grades berühren, dessen Scheitel in dem 
genannten Punct K liegt, und welcher zugleich asch die beiden fixen Ebenen berährt.*^ 
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zuschneiden, welches mit einem anderen gegebenen sphärischen Dreieck 
gleichen Flächeninhalt hat." 

Die^ Aufgabe lafst sich, vermöge (8, VIL), auf (II.) zurückfuhren. 

V. Aufgabe. „Ein gegebenes sphärisches Viereck durch einen 
Hauptkreis, der durch einen gegebenen Puuct geht, in zwei gleiche Theile 
zu theilen.'* 

Die Auflösung ist analog mit (12, V.). ü. s. w. 

15. 

Es mögen hier noch folgende zwei Aufgaben nebst einigen Bemer» 
kungen, die mit (13.) in Beziehung sind, ihren Platz finden. 

„Wenn auf der Kugel zwei Hauptkreise ABJ^^ ACA^ 
(Fig* 18.) und irgend ein Punct / gegeben sind, so soll man 
denjenigen Bogen BIC finden, 1) für welchen IB:=zICy oder 
2) für welchen das sphärische Dreieck ABC ein Afinimum 
oder das sphärische Dreieck A^BC ein Maximum isV* 

Ein und derselbe Bogen erfüllt zugleich . die Forderungen beider 
Aufgaben. Angenonrnien, es sei Bogen AI^^AJ. , Man nehme IN^szlA^ 
mache Winkel INC^=iIABy und ziehe aus dem Durchschnitt C der Bo- 
gen NC und AC den Bogen CIBy so genügt dieser beiden Aufgaben zu- 
gleich. Denn die beiden sphärischen Dreieke AIB und TflC sind, ver- 
möge der gleichen Seiten AI und NI und der daran liegenden gleichcui 
Winkel, congruent, und daher ist IB = IC. Dafs ferner jedes andere 
Dreieck, wie z. B. ABfi^y grö&er hl als das sphärische Dreieck ABCy 
folgt eben so leicht. Denn die beiden sphärischen Dreiecke IBB^ und 
ICC^ sind, vermöge der gleichen Seiten IB und IC und der daran lie- 
genden gleichen Winkel, congruent. Nun aber ist offenbar das sphäri- 
sche Dreieck /CC^>/CC^ also auch das sphärische Dreieck /CC^>/ÄÄ^ 
und folglich auch das sphärische AABfi^ > AABC. 

Bemerkt man ferner, dafs der gefundene Bogen BC, nach (13, II.), 
in seiner Mitte / von einem bestimmten sphärischen Kegelschnitt berührt 
wird, welcher die gegebenen Hauptkreise ABA^ und ACA^ zu Asympto- 
ten hat, so folgt: „Dafs die vorliegende Auflösung zugleich lehrt, wie 
man durch Construction , in einem gegebenen Punct / an einen sphäri- 
schen- Kegelschnitt eine Tangente BC legen kann, wenn nur die beiden 
Asymptoten desselben gegeben sind."* ,>Dais sofort femer auch die den 
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Kegelschnitt im Scheitel G berührende Tangente DE^ mithin auch die- 
ser Scheitel selbst^ so wie endlich auch die Brennpuncte Fy F^ oder/ 
durch blofse Construction zu finden sind (13.)*'' U, s. yr. Dieses alles 
findet bekanntlich auf analoge Weise bei der Hyperbel in Hinsicht ihrer 
Asymptoten statt 

Zum Schlüsse kann noch bemerkt werden^ dafii sich aus dem Obi- 
gen der nachstehende bekannte Satz (Legendre^ VIL Buch^ 36* Satz) : 
^^dais nemlich von allen sphärischen Dreiecken mit zwei gegebe- 
nen Seiten y dasjenige das grölste sei^ in welchem, der Winkel zwi- 
schen den gegeben^ Seiten so grols ist^ als die Summe der beiden 
übrigen Winkel," 
leicht beweisen lasse. Denn es seien AB und AC (Fig. 4.) die gegebe- 
nen Seiten. Man nehme AB als fixe Grundlinie an, und beschreibe mit 
AC aus A einen Kreis A^ und denke sich ferner durch die Gegenpuncte 
A^ B^ der Endpuncte der Grundlinie den Kreis üf , der den Kreis A in 
C berührt, so ist, wie aus dem Obigen leicht folgt, das Dreieck ABC 
das größtmögliche mit den gegebenen Seiten AB und AC. Da femer 
der Berührungspunct C mit den Polen der beiden genannten Kreise Ay 
My in einem Hauptkreise liegt, so fallt also im gegenwärtigen Falle der 
Pol M in den Hauptkreis ACA^y und. daher hat man (4.): 

und da 

a -|- flfj s=: b *f- Äj , 
so folgt: 

a =:: 6 -^ c, 

w. z. b. w. 

Berlin, im März 1827. 
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6. 

Auflösung einer geometrischen Aufgabe. 

(Tom* XV 11. p* 284. der AnnaUs de maihenu von Gergonne.) 

, (Vom Herrn J. Steiner.) 



Aufgabe. 9) Quelle est Tellipse la plus approchante du cercle que Ton 
puisse circonscrire a un quadrilat^re donnö?" 

Auflösung. 1) Durch vier in einer Ebene liegende Puncto kön- 
nen nur dann Eklipsen gelegt werden ^ wenn jeder Punct aulserhalb des 
Dreiecks liegt^ welches durch die drei übrigen bestimmt wird« 

2) Alle Kegelschnitte y welche durch die nemlichen vier Puncto 
gehen ^ haben zusammen ein System conjugirter Durchmesser^ welche 
mit einander parallel sind. 

3) Von allen Paaren conjugirter Durchmesser einer Ellipse bilden 
die beiden gleichen unter sich den kleinsten Winkel^ und 

4) Die Ellipse kommt dem Kreise um so näher, je mehr sich das 
Verhältnils ihrer Axen der Einheit, oder je mehr sich der Winkel ihrer 
gleichen conjugirten Durchmesser dem rechten Winkel nähert, weil, 
wenn o, b die Axen und a der Winkel der genannten Durchmesser der 

Ellipse ist, — = tg4a ist. 

5) Daraus folgt, „dafs die gesuchte Ellipse diejenige ist, 
deren gleiche conjugirte Durchmesser zu dem System der 
parallelen Durchmesser (2.) gehören." Denn bei jeder anderen 
Ellipse, bei welcher die beiden conjugirten Durchmesser, die zu dem 
Parallelsystem gehören, nicht gleich sind, bilden die beiden gleichen 
conjugirten Durchmesser einen kleineren Winkel als jene (3.), und folg- 
lich weicht die Ellipse mehr vom Kreise ab (4.) als die genannte. 

Zu dem vorhin angeführten bekannten Satze, über die parallelen 
conjugirten Durchmesser, lassen sich folgende Zusätze hinzufugen. 

Alle 
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m 

Alle Kegelschnitte 9 welche durch vier gegebene Puncte gehen> ha- 
ben ein System conjugirt er Durchmesser, die parallel sind, und ihre Mit- 
telpuncte liegen in der Peripherie eines anderen bestimmten Kegelschnitts 
K. Dieses ist bekannt« 

V 

Da nun, wenn die vier Puncte die in (1.) angegebene Lage haben^ 
unter der Schaar Kegelschnitte, welche durch dieselben gehen, sich im- 
mer zwei Parabeln befinden, und da ferner bei der Parabel von irgend 
2wei conjugirten Durchmessern immer der «ine mit der Axe pairallel 
ist, so folgt, dafs die Axen der beiden genannten Parabeln mit den, zu 
dem Parallelsystem gehörigen conjugirten Durchmessern parallel sind; 
und da der Mittelpunct der Parabel unendlich weit entfernt ist^ so folgt 
femer, dals der genannte Kegelschnitt K noth wendig eine Hyperbel ist, 
d^^n .Asymptoten mit den Axen der beiden Parabeln parallel sein müs- 
sea. Daher folgt: 

^,DafjS alle Kegelschnitte, die durcli vier gegehen« 
Puncto geh^n, welche die in (1.) angegebene Lage haben, 
ein System cojijugirter Durchmesser haben^ die parallel 
flin.d, und dafs ihre Mittelpuncte in einer bestimmten Hy- 
perbel liegen, deren Asymptoten ebenfalls mit jenen CiOn^ 
jU'girten DurohmesS'Orn parallel sind.'* 

BerUn, im Mai 1827. 
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7. 

De residuis cubicis commentatio numerosau 

(Auct. Dr. J* Gn D. Jacohi Regiom.) 



1. 

JLheorema fundamentale de residuis quadraticis postquam pluribtis de- 
monstrationibus egregiis comprobaverat^ Cl. Gaufs^ iam ex longo tem- 
poris intervallo^ de residuis cubicis et biquadraticis quaestionem moverat^ 
nee non quae ea de re theoremata struxerit^ communicaturum se cum 
arithmeticis poUicitus est. Ante biennium fere Vir ille Clarissimus 
commentationem primam de residuis biquadraticis conscriptam societati 
Gottingensi tradidit^ quae tarnen diu desiderata nondum lucem vidit 
Quam ne nimis graviter ferant arithmetici moram, ipse praecipua^ quae 
ibi adornaverat, theoremata iam tum temporis pubiici iuris facere vo- 
luit (vid. Göttinger gelehrte Anzeiger Vol. I. J. 1725.). Versari compe- 
rimus ea theoremata cum in aliis rebus gravissimis tum in explorandis 
indiciis, quibus cognoscatur^ numerum 2 dati numeri primi essQ resi- 
duum biquadraticum. Equidem dum ad egregia Viri inventa probe in- 
telligenda animum bene praeparatum esse volebam^ hisce quaestionibus 
intentus casu, ut fit, in methodum satis generalem incicli^ cuius ope plu- 
rima de residuis dignitatum theoremata investigare^ vel undecunque 
cognita comprobare posse mihi videor. Cuius ope eruta de residuis cu- 
bicis theoremata fundamentalia arithmeticis iam proponam. 

2. 
Quaestio de residuis dignitatum gravissima in eo maxime versa- 
tur, ut proposito numero jt omnes numeri primi p formae Kn -f- 1 as- 
signandi sint tales, ut congruentia x^^q (mod. p) resoivi queat^ sive^ 

quod idem est, ut sit 9^ * ^ 1 (mod. />)} quo casu dicetur, numerum q 
esse residuum A.*"' dignitatis^ respectu numeri primi p. Sit A. = 3 sive 
p formae 3/i+l, notum est (v. Disquis. Ar., Sectio ult), semper eius- 
modi numeros L, M eosque unico tantum modo assignari posse, ut sit 
LL-^-Ql IUM=^4'p. Numerum ^ in theorematibus fundamentalibus pro- 
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ponendls et ipsum primum ^tatuemus^ distinguendum autem nohia est 
inter casum^ quo f erit formae Qn-^l, et casum^ quo ^ formae 6/2 — 1. 
Casu primoy quo f formae 6/2-|-l^ notum est^ semper resolvi posse con- 
gruentiam ar:r-|-3 ^0 (mod. f). Quibus positis^ proponamus theorema 
8equen8 genuina forma ^ qua inventum est — varie enim transformare 
licet hoc et alterum — : 

Tbeorema I. ^^Sint et p et f numeri primi formae 6/2 + 1, sit 
4/i=Z*L4-27JWiW, sit porro a;ar + 3^0 (mod. y): erit y residuum cubi- 

cum, respectu numeri primi p, quoties ^-^ — =^ sive etiam ^ J^^ ■ 

residuum cubicum respectu numeri primi y; sin minus, non erit*' 

3. 
Altero casu, quo y formae 6/2 — 1, theorema fundamentale longius 
repetendum erit Eo enim casu confugiendum est ad theoriam prorsus 
novam, nempe ad considerationem radicum imaginariarum congruentia- 
rum. Casu nostro, quo ^ formae 6/2 — 1, notum est, congruentiam x^^^t 
(mod« f) duas tantum habere radices reales ih 1, at reliquas, quarum p — ^1 
numerus, sub forma imaginaria ö + i/" — 3, ubi öö + 3Äi^l (mod. ^) 
assignare licet omnes. Nee non inter eas rursus radices primitivas 
distinguere licet, quarum idem numerus est atque numerorum numero 
f^l minorum et ad ipsum 9"+! primorum. De quibus et ipsis valet, 
quod de radicibus primitivis vulgo dictis, ut radices congruentiae omnes 
tamquam unius radicis primitivae dignitates repraesentari possint. Mo- 
dum eiusmodi congruentiae radices exhibendi expeditissimum alibi tra^- 
dam; adnotabo tantummodo, ubi ^ -}- 1 =s /72/2, atque r r^dix primitiva 
congruentiae ar^'+^^l (mod. 7), fieri congruentiae x^^^l (mod. y) radi- 
ces: 1, r^, r^, r^\ ..., r^'^-^K 

Jani omnes radices congruentiae x^ ^1 (nK)d. ^), quippe qui sunt 
cubi radicum congruentiae 0:^+*^ 1 (mod. f), denominemus in sequenti- 
bus residua cubica numeri primi y. Quibus positis, theorema sequens 
enuntiare licet 

Theorema II. „Sit p numerus primus formae 6/2-I-I9 atque 
4/) = LL + 27MM'j sit porro y numerus primus formae 6/2 — 1: erit y 

residuum cubicum numeri primi p^ quoties est tZ.mv^^ residuum 
cubicum numeri primi f; sin minus^ non erit/' 

9» 
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Haec duo theoremata fuadamentalia tamquam primae linean thech- 
riae resiäaorum cubicorum amplissimae consideraoda sunt. Eorum ope 
adomari poterit tabula, cuius initium hie exhibemus: 



_5 


GoDgruenliae coDdiüonales respectd moduli q, m Sit 9R.C. moduli J>; (4p=LL+27MM> 


"2 


JU=0 








3 


M=o 








5 


i = o; 


31=0 






7 


L = 0; 


MsO 






11 


I> = 0; 


M = o; 


Z=±4iH 




13 


L^O; 


M-O; 


L=±M 




17 


L^O; 


Bl = 0; 


L = ±3M 

L = ±9ia 




19 


L = 0; 


»sOi 


L=±3M 
L = ±9M 




23 


L = 0; 


M=0; 


L = ± SM; 
L= + llia 


L = ±2ia 


29 


L = 0; 


MsO; 


L = ±2M 


i. = ±llJ/ 
L = ±13M 


31 


LmO; 


»=0; 


L = ±7M 


i = ± 6* 
i = ±ll« 


37 


L^o; 


»=0; 


L = ±3!H; 
L = ±9M 

elo. 


i=+ 7M; L = ±8!U 
L = ±i21IT 
etc. 



Ubi e congruentü^ quas conditionales diximus^ una aliqua locum habet, 
erit f residuum cubicum Dumeri primi ps sin mious, non erit. Con- 

grueatias eas, quarum anmerus ^ -r ■> ita disposuimus, ut binarum 

L = ±bM, 
coefGcJentes o, b in se dncti fianl ±27 (mod. y). Ubi 
biuntur, gaod semper fit, ubi jr est formae 12/i± 1^ 
quadratam =27 (mod. (f). 
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Additamentum. Cl. Gaufs loco laudato {Götting. gel. Atix.') 

theorema egregiuni annuDcIavit sequens: 

»Sit p numerus primus =4it4-l> atque resolratur in duo qua* 
drata ee-\-ff^ designante ee quadratum impar, /Tquadratum par, fore 
dlf residuum minimum (quod inter ^\p et 4~ t/* continetur), numeri 

y- " j 2 3 ä"* P®^ ^ divisij hoc insuper residuum mini- 

mnm per 4 diTisam semper residuum 4~ ^ relinquere^ ita ut sit aut mi- 
merus uegativus formae —(4a-}- 3), aut positivus formae 4/1 + 1'" 

Cuius insigois theorematis demonstrandi periculum faciens» in fon- 
tem uberrimum incidi, e quo inter alia et demanare lequentia theoro> 
mata vidi» ilUus simillima: 

i^Sit p numerus primus =3n + l, ac ponatur, quod fieri posse 
omstat^ 4;» = LL •{- TJ MM: erit L residuum minimum numeri 

— i-^f — >— "^ '"" — , per p divisi, quod residuum per 3 dirisum sera- 
per relinquet -\- 1 residuum." 

^Sit p numerus primus = 7n -|~ 1» tte pcmatur, quod Uce^ 
p = Ltl» -f T MMy erit h residuum minimum numeri 

\ S "^ 2 ^^ "n" ' P®*" '' "^i""» q«»^ residuum per 7 dirisum 

semper relinquet -f- 1 residuum. 

D. 22. m. Junii, a. 1827. 
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8. 

Von den Keradoiden oder Spirallinien doppelter 

Rrüininung. 

(Vom Herrn W. Hörn.) 



1, JLIurch die Umdrehung einer beliebigen^ mittelst ihrer rechtwinkli- 
gen Goordinaten x und y =/a; gegebenen Curve SB um ihre Axe SCf 
sei der Körper BSPFE (Fig. 19.) erzeugt. Die Länge eines^ der Abscisse 
X entsprechenden Bogens dieser Curve werde durch Fx ausgedrückt. 
Für eine beliebige bekannte Abscisse SlVssiCy sei die zugehörige Ordinate 
IVH ^:^fc SS T) 80 wird dieselbe bei der Rotation einen Kreis HAPI be- 
schreiben^ dessen Umfang = 2 r^ ist. Man nehme in der Peripherie die- 
ses Kreises irgend einen Punct A als Anfangs puncto und beliebige 
andere Puncto P, p blu, und lege durch diese Puncte und die Axe SCy 
Ebenen^ welche die gewölbte Oberfläche des Körpers in den Curven SaE, 
SPF, Spf schneiden^ die der Curve SHB congruent sind und welche 
Meridiane heilsen sollen. 

Ferner sei eine zweite beliebige Curve aß durch die rechtwinkli- 
gen Coordinaten z und (^z gegeben^ auch ein Paar Coordinaten a und b 
:=:(Pa derselben bekannt 

Nimmt man nun beliebige Bogen AP in der Peripherie des Krei- 
ses HAPI so an, dafs AP:2r'tt = (pz:b, oder, wenn ^ die Länge des, 
dem Centriwinkel ANP entsprechenden Bogens^ für den Halbmesser = 

1, ist: 

r)\f:2rT = ([)z :b 

ist, und trägt auf dem durch P gehenden Meridiane SPF, die Länge der 

zu CP^ gehörigen Abscisse z von S nach M, so dafs, wenn die zum 

Puncte M der Curve SPM gehörige Abscisse SO^=x gesetzt wird, Fx 

=: z ist^ so ist der Punct M ein Punct in einer Curve von doppelter 

Krümmung, die sich spiralförmig um das durch SB erzeugte Konoid 

oder Sphäroi'd windet, und die (ihrer Aehnlichkeit mit der Gestalt der 

Widderhörner wegen) Keradoide heilsen soll. 



Hörn, über Keradoiden. 71 

Der Kreis HAPI soll Grundkreis^ S Pol der Reradoide, der 
Winkel ^7VP=\p Polarwinkel, und der Bogen SPM=Fxt=zz Polar- 
abstand des Punctes M^ der Bogen AP Abscisse und der Bogen PM 
Ordinate des Punctes ilf in der Keradoi'de, endlich die Ebene C&9£, durch 
deren Rotation der Grundkö'rper entstand, erzeugende Ebene, und die 
Curve aß erzeugende Linie heifsen* 

2. Gleichung der Keradoi'de. 
Aus obiger Proportion r;j;:2r5r = (Pz:5 folgt: 

(Man sieht aus dieser Gleichung, dafs die Entfernung des Grundkreises 
Tom Pole, welche oben = c gesetzt wurde, ganz willkürlich ist, und 
auf die Gleichung der Keradoide gar keinen Einflufs hat, da der Halb- 
messer rz=zfc des Grundkreises herausfällt-) 

3« Zusatz. Man stelle sich unter £ die beliebig erweiterte Ebene 
des Grundkreises vor, unter E' die darauf senkrechte, durch A und die 
Axe SC gelegte Ebene, und unter E^' eine ebenfalls durch die Axe ge- 
legte Ebene, welche sowohl auf E als auf E' senkrecht ist, so ist der 
Abstand eines Punctes M der Keradoide 

von jE, = ;r — cj 

von JE', = y . sin ^^ ^ fx . sin i^ . (p(F^)) J 
und Ton E'\ = y.cos'4^ = /or . cos (-^ . (P (jP^)) ; 

wodurch die Lage von M ebenfalls yöllig bestimmt ist. 

4. An einem beliebigen Puncto i^ der Keradoide eine 
Tangente zu ziehen. 

Man stelle sich in M eine Tangente MQ der Curve SPM vor, 
welche die Ebene des Grundkreises in Q schneidet, desgleichen ebenfalls 
in M eine Tangente MR des durch M gelegten, mit dem Grundkreise 
parallelen Kreises KML. Legt man durch beide Tangenten eine Eb^ne, 
so ist dieselbe eine Berührungsebene der gewölbten Oberfläche des Ko- 
noids im Puncto My welche die Ebene des Grundkreises in der geraden 
Linie TQ schneidet, die mit RM parallel und folglich auch auf MQ in 
Q senkrecht ist. In dieser BerUhrungsebene muls die Tangente MT der 
Keradoide am Puncto M liegen, und man hat, da TQM ein rechter 
Winkel ist: 
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MQxQT=idziyd^y also QT z= Z^ . MQ. 

Aber x — c:MQ = So;: dz, folglich MQ = ^"^^^^^ 

Mithin ist: 

II OT — ("^ — c)ydf(ß 2n{x — c)fx.d^{Fx) 

^ "" Sic 6.ÖX 

Ferner ist x — c:y — 2VQ = dxidy, und hieraus: 

Durch iVj^ und j^T ist aber die Lage des Punctes T, in welchem 
die Tan^cente MT der Keradoi'de die erweiterte Ebene des Grnndkreises 

I 

schneidet 9 vollkommen bestimmt} mithin ist hierdurch i^ucli die Lage 
. dieser Tangente selbst bekannt. 

5. Den Winkel y zu ii,nden, welchen die Tangente der 
Keradoide in einem beliebigen Puncto derselben mit der 
Tangente des> durch denselben Punct gehenden Me.ridiiin« 
einschliefst. 

Aus der Proport;ion dz lyd^ = 1 : tangy folgt: 

IV. „.g y = J^ = 2l:&j||!£5>. 

6* Rectification der Keradoide. 
£s ist, wenn ^ie Lange eines Cogens der <3urve durch v bezeich- 
net wird: 

V. öif = V^iy^d)]/" + dsS") = /(y^öij;* + öo^ + dy^. 
7. Quadratur der Keradoid-e. 
Ist die Fläche, welche von einem Bogen der Keradoide und dem zu* 
gehörigen Polarabstande begrenzt wird, -=• Fy so ist: 

VI. dF :^ f^ . ydi^y oder, da yö\|; = öz . fcangy ist, auch 

^BF = ^zö-r, tangy. 



Anwendimgen ; auf einige besondere Fälle. 

I. Arithmetische Keradoiden« 

8. Ist die Linie aß {Fig. 20.) »eine gerade »L in 19, «so. soll dieiia<(h 
obigen Gesetzen erzeugte Curve arithmetische Keradoide heifsen. 

Es 
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Es sey die Entfernung des Durchschnittspunctes dieser Linie mit 
ihrer Axe^ vom Anfangspuncte der Abscissen^ oder jiB (Fig. 19.) =: e^ 
so hat man: 



(Dz = . b. Also nach L 

ö — e 

I 27iq>z 2n(z — e) , , . 

\p = — ^ = — ^^ 'f und hieraus: 



h a — tf 

VII. r = e + ^'^. 

9. Für \p = wird z =: e. Man nehnie die Entfernung c des 
Grundkreises vom Pole so an, dafs Fczsze ist, so wird für vp = 0, der 
Grundkreis von der Keradoi'de im Anfangspuncte A (Pig.l9.) 
geschnitten* 

10. Ferner ergiebt sich fiir z = 0, 4;= — -. Für diesen 

Werth Yon xp geht die Keradoi'de durch den Pol« 

11. Wird i};< — -, so wird z negativ, und die Curve biegt 

sich in entgegengesetzten Windungen wieder um den Grundkörper her- 
um, nachdem sie durch den Pol gegangen ist. So wird sie durch den 
Pol in zwei gleiche Schenkel getbeilt, die. beide in's Unendliche fortge* 
hen. (Diese Schenkel würden congruent sein, wenn sie nicht nach entge- 
gengesetzten Richtungen gewunden wären.) Die Gleichheit beider Schen- 
kel erhellet daraus, dafs zu gleichen, aber entgegengesetzten Polarwinkelo 
auch gleiche, aber entgegengesetzte Polarabstände gehören. Es ist nem- 

lieh für z .= 0, Tp = ^—. Wird nun xt = ^— dl Ky so ist 

«sÄ^-f-^^j ^±\| = +^^^^.Ä.. Dals aber auch beide Schen- 

* Zn L a — e J Zn 

kel in's Unendliche fortgehen, ist klar, weil mit ^ auch z zunimmt j und 
weil nun ^ ohne Ende wachsen kann, so ist für \{; = oo auch z = oo. 

Anmerkung. Dies gilt nicht nur für conoidische Gruodkörper, sondern auch 
für Sphäroiden, nur dafs bei letzteren die Keradoi'den un^ähligB Male durch 
die beiden Pole gehen, uud also auch den Körper unzählige Male umschlingen. 

m 

12. Ist \Ls=s ~9 so ist J5 = — e. Ist nun Fc^=^e. so wird, 

für diesen Werth von 4^, der Grundkreis abermals von der Ke- 
radoi'de geschnitten. 

Crelie*« Journal. II. Bd. 1. Hft* 10 
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13. Wächst vL um 2!r, so ist z' == e + C«~'HV>+2«) 

oder z' = « + ii=l^. 

Aber ;ff = e + ^2:=^. 

Folglich z' — z = a — ^. 
Beide Polarabstände z' und j? aber liegen in einerlei Meridian ^ ihr Un- 
terschied giebt daher die Höhe einer Windung, im Meridiane ge- 
messen. Diese ist also bei jeder arithmetischen Keradoide constant^ und 
mithin haben alle Windungen derselben einerlei Höhet 

14. Setzt man z — e = Fx — Fe = i^^ so ist: 

VIII. W=L^^.^. 

Für einen anderen Polarwinkel \{;^ hat man eben so; 

rv^ = ^^^^ . \b', also 

m;: z^^ = ;j;:\j;'j d. h.: 
bei jeder arithmetischen Keradoide verhalten sich die Or- 
dinaten (in Meridiane genommen)^ wie die zugehörigen Polar- 
winkel. 

Für i}; = ist auch z^ = Oj d. h., der Grundkreis wird von 
der Keradoide im Anfangspuncte geschnitten (9.). 

Für den Pol ist u; = — e, also \J; = ^ (10.). 

15. Setzt man in (8.) ^ = 0, so entsteht aus VII. 



IX. 



a%fß 



" 2n' 

Für einen anderen Polar winkel '^' ist z^ = ^^ , also z : r' = \|; : \J;'. 

Es verhalten sich also in diesem Falle die Polarabstände wie die zuge- 
hörigen Polarwinkel (vergl. mit 14.). 

16. Für ;p = wird auch z = 0; d. h.^ für 4; = geht die Kera- 
doide durch den Pol (vergl. mit 14.). 

17. Wächst ^ um äjt, so ist z^ = ^(^+^^\ oder «' = a + ^. 

^ ' 2n ' ' 2n 

Subtrahirt man hiervon jt = i^, so ergiebt sich z' — z = « == der 

Höhe einer Windung (vergl. mit 13.), 
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18. Aus VII. erhält man dz^=^~^.d}L. Setzt man dieseh Werth 
{lir dz in die Formel IV, so ergiebt sich 

tangy = -2:i:^ = ^fT. 

d. h. die Tangente des Winkels, den die arithmetische Ke- 
radoi'de mit dem Meridiane in einem beliebigen Puncto ein- 
schliefst, ist gleich der Peripherie des, durch diesen Punct 
gelegten Parallelkreises, dividirt durch die Höhe einer 
Windung. 

19. Tangente^ Rectification und Quadratur lassen sich nur finden, 
wenn die Gleichung für die erzeugende Ebene bekannt ist (Man sehe die 
folgenden Beispiele). 

Beispiele von arithmetischen Kenxdoi'den. 

A. Wenn die erzeugende Ebene ein rechtwinkligesDreieck, 
der Grundkörper al&o ein gerader Regel ist. 

20. Die Meridiane sind hier die Seiten des Kegels, und die Polar- 
abstände mithin gerade Linien. Alle oben (von 8. bis 18.) hergeleitete 
Formeln gelten hier, wenn man für z eine gerade Linie = /'(^*+y'') 
annimmt. 

Ist der Winkel, welchen die Hypothenuse des erzeugenden recht- 
winkligen Triangels mit der Kathete, die als Axe des Kegels dient, also 
der Winkel, welchen die Seite des Kegeis mit der Axe desselben ein- 

schhefet, = et, so ist z = — — = -f- := e + J^ , 

' cos €» sm « z^ 

21. Wird z negativ, so fallen die Polarabstände in die Verlänge- 
rungen der Seiten des Kegels; daher liegt der zweite Schenkel der Ke- 
radoide nicht auf dem Grundkegel selbst, sondern auf dessen Gegenke* 
gel, und ist dem ersten Schenkel congruent. Für jp = — e entsteht ein 
zweiter Grundkreis, der im Gegenkegel liegt, und dem ersten gleich ist 

22. Anmerkung. Dae,sina = r, so ist 

— ^ \ ^ sm g/ 

8ina ' 2;s 

Ist nun o =s 90^ = /{ , so wird sin a s= 1 ; der Mantel des Kegels aber 

10 • 
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YerwaDdelt sich in eine Ebene, und man erhält z =: r -4- — 7: — —, die 

bekannte allgemeine Gleichung für die archimedische Spirallinie« Diese ge» 
hört daher zu den arithmetischen Keradoiden. 

23« Die Lage der Tangente für die auf einem geraden Kegel ge» 
zeichnete Keradoide zu finden. 
Es ist nach III.: 

Ferner ist nach U.: QT = ifo-p^^ 

Nun ist aher x = z.co8a; cse.cosa^ ö\J; = — ^^ (aus 18.) und 
dx = dz. cos a (aus 20.)^ also: 

OT — ('g — e)cosa.y.2ndz ^^^ 2n{z — e) 

^ "~ (a — e)cosa.dz ""* a — e ' ^* 

Aber ^"^^"'^ = ^ (8.), daher: 

Stellt man sich daher durch den Berührungspunct einen Parallel«» 
kreis und durch den Anfangspunct eine Seite des Kegels gelegt yor^ so 
drückt der zwischen dieser Seite und dem Berührungspuncte enthaltene 
Bogen dieses Farallelkreises die Länge der Linie QT aus« Der Aus^ 
druck dieses Ahstandes QT=:zy.}\t hangt daher von der Rectification Aea 
Kreises ab. 

Für ;]; = ist auch QT=z o. In diesem Falle liegen sowohl beide 
Berührungspuncte (nemlich der Keradoide und des Grundkreises), als 
auch der Durchschnittspunct beider Tangenten, im Anfangspuncte A. 

Für z = erhält man aus j^T^^y.Tpssxp.rsina auch j^T^acO; 
folglich fällt die Tangente der Keradoide im Pole mit der Seite des Ke- 
gels ^cusammen. 

Für zs=ioo ist QT=zQo\ also die Tangente der Reradoi'de mit der 
Ebene des Grundkreises parallel. 

24. Nach (18.) ist, wenn y den Winkel bezeichnet, den die Tan- 
gente der Keradoide mit der durch den Berührungspunct gehenden 
des Kegeb einschliefst: 

tangy a= — ^ == . ir. 
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Wenn z wächst, so nimmt auch y zu. Für z=oo wird tangy 
«soo, also y=Ä (23.). Für z = wird auch tang7 = % ^Iso y = 0, 
Daher fallt für z = o, d. h. im Pole, die Tangente der Keradoi'de mit 
der Seite des Kegels zusammen (33.)« 

.25. Rectification. Nach (V.) hat man öf;= /"(y^öii^' + öz*). 
Aber y = zsina, und d\b = , mithin ' 

ai„ = 8.Y[C-^)'.x-+.]. 

Damit das Integral für z=o verschwinde, muls man ^ = setzen, und 
den Anfangspunct der Abscissen in B (Fig. 19.) annehmen* Alsdann ist 

V =y3*V^[(^^^^)* + l] + ^> oder vollständig: 

_^ 1 r r2 yg z . sin g + ^(4 n^ z» sin «» -[- g«)]4 ^ g^ 

+ O« . logn • 2^z.sin« + y(4>t»z^8intt» + a»)^ 

wo;^ nach obiger Voraussetzung, a die Höhe einer Windung bezeichnet 

26. Quadratur. Nach (7.) ist 3i^= |zöz. tangy. Hierin aus 

(24.) den Werth für tangy = ^^^ gesetzt, giebt aF=?^^.|z«az, 
oder wenn wie in (25.) ^ = gesetzt wird, . 

JP = . iv dz = — 5 • z'i 

WO keine Constante hinzukommt, weil für z s=: das Integral toiw 
ichwindet 

Für \); = 2t ist 2 s= a, also i^= |-a*;r«sinou 

B. Wenn die erzeugende Ebene ein Rechteck, der Grund* 
körper also ein gerader Cylinder von kreisförmiger 
Grtindfläche ist 

27. Hier ist es am bequemsten, die Formeln in (15., 16. und 17*) 
cum Grunde zu legen, und also die Folarabstände vom Grundkreise an 

zu reclinen, der hier die Stelle ii^B Poles vertritt Es ist z := ^ die 

bekannte Gleichung für die gemeine Schraubenlinie, die daher ebenfaUs 
zum Geschlechte der arithmetischen Keradorden gehört — Alle oben 
von (8.) bis (18.) hergeleiteten Sätze gelten auch hier, und 09 ist hier 
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y s= r and z = x. Die Folarabstände, oder vielmehr die Ordinalen der 
Curve^ 5ind also hier ebenfalls gerade Linien. 

28. liegt man an den Cylinder eine Berührungsebene^ so liegt so- 
wohl die Tangente der Schraubenlinie , als auch die entsprechende Tan- 
gente des Grundkreises 9 in dieser Ebene. Die Entfernung des Durch- 
flchnittspunctes beider Tangenten von dem Beriihrungspuncte der letzte- 
ren, ist nach ai): i?^ = ^^~g^J'^^ 

Es ist aber ar = r, c ^sz e = o (der Annahme gemäls), y =s r, 

d^b=z^.dz und dx = dz, also ör==iil.i^!^==r. — = r.ib==== der 

Länge des zugehörigen Bogens des Grundkreises. Die Linie, in welcher 
s^mmtliche Durchschnittspuncte der Tangenten* der Schraubenlinie mit 
der erweiterten Ebene des Grundkreises, liegen, ist also die Evolvente 
des Grundkreises. 

29. Ist y der Winkel, den die Tangente der Schraubenlinie mit 
der Seite des Cjlinders einschliefst, so ist 

tanff y = *^V^ = "^^ = — ^; also constant 

° ' . dz adz a ' 

30. Rectification. dt; = V^(az* + r*a\I;0= l/[ö-&* + (^)*az*], 
mithin v = — /'(ö*+ 4r*T")j wo keine Constante hinzukommt, wenn 

angenommiBn wird, dafs für z=0 das Integral verschwindet, die Länge 
der Schraubenlinie also vom Grundkreise an gerechnet wird. 

Der Factor /"(ö* + 4 r* st*) bezeichnet die Länge einer Windung, 

nnd — giebt die Anzahl der Windungen an. 

.31. Quadratur. Da hier die Polarabstände nicht aus einem Puncto 
ausgehen, sondern mit einander parallel sind, so ist dF = z,rd'^, oder. 



2^ 
den Werth von öxp = -^.öx* substituirt: 



F=:^ß8 



mz^ 



a 

Für z z=z a ist F z=z arTt. 

Für z =2ö ist 1^= 4flrrT. Wollte man diese Fläche wirklich 
timwickeln, so würde der Theil F von F* doppelt belegt werden; rech-» 
net man ihn daher einmal ab, so ist der Unterschied =5ar^a dem 
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Hantel des Cylinders^ so weit er von dem Grundkreise und der zweiten 
Windung begrenzt wird. Will man den Theil F" zwischen zwei Win- 
dungen haben^ so mufs man die Flacbe F noch einmal abrechnen, und 
man erhält F" =: 2a tt = einem Rechteck, welches den Umfang des 
Grundkreises zur Grundlinie, und die Höhe einer Windung zur Höhe hat 

C« Wenn die erzeugende Ebene ein Kreis, welcher sich um 
eine aufserhalb desselben liegende gerade Linie drehet, 

der Grundkörper also ein Ring ist. 

32. Es sei AEDF (Fig. 19.) der erzeugende Kreis des Grundköp* 
pers, r sein Halbmesser, SC die Drehaxe, und die Entfernung BG der- 
selben vom Mittelpunct =/?. Nimmt "man den kleinsten, mit dem Halb- 
messer BA z=zp — r beschriebenen Kreis als Grundkreis an, und bedient 
sich, da dieser Grundkörper keine wirkliche Pole hat, der Gleichung in 

(14.), so ist l^;=-^.;j;, oder, der Körper wegen, e=0 gesetzt, z^=— .aJ;, 

wo w den Abstand irgend eines Punctes der Keradoide vom Grundkreise, 
im Meridiane, d. h., im Bogen eines kreisförmigen Querschnitts des Rin- 
ges, mittelst einer durch die Axe gelegten Ebene, bezeichnet 

Für i£; = ^nrTTy wo n jede positive oder negative ganze Zahl be- 
deuten kann, wird der Grundkreis von der Keradoide geschnitten. Der 

zu solchem Durchschnittspuncte gehörige Polarwinkel ist \p = — - — . 

Wird derselbe = 2/72'7r (wo /7i eine ganze Zahl bezeichnet), so läuft 
die Keradoide, nachdem sie den Ring. /7 mal nach der Richtung der Axe, 
oder mmal nach der Richtung der Peripherie des Grundkreises um* 
schlungen hat, wieder in den Anfangspunct und in sich selbst zurück. 

Letzteres folgt aus tangy=: — -y indem für den ersten und letzten Punct 

der Keradoide y einerlei, und die Tangente der Keradoide daher in bei- 
den Puncten gemeinschaftlich ist. Uebrigens hängt die Anzahl der Win- 
dungen nur vom Halbmesser r des erzeugenden Kreises und von der Höhe 
a einer Windung, nicht aber von der Weite des Ringes ab, so dafs also 
die Keradoi'den auf allen Ringen von verschiedener Weite, unter übri.* 
gens gleichen Umständen, eine gleiche Anzahl Windungen haben. 

Die weitere Ausführung dieser Untersuchung sei dem Lesw 
überlassen. 
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IL Logarithmische Keradoid^n. 

33. Ist die erzeugende Linie eine logarlthinische Linie, so heüse 
die daraus entspringende Keradoi'de logarithmische Keradoi'de. 

Es sei aß(Fig»20.) eine logarithmische Linie, ilfTV ihre Asymptote, 
und AB die Abscissenlinie, senkrecht auf MNs ferner AC=La^ CDz=zb, 
JE:=^z, EF SSL (p7j so ist, wenn ^G = l gesetzt wird, b:(f)z=:lo^a:logz, 

also (px = 5|^. Nach (L) ist aber ;P = ^% also ist ^1/ = ^.^ 

loga ® 

34. Für einen anderen Folarwinkel \|>' ist logz^ = ■ '^^ , also 

i|;:\p^ s=s Iogz:Iogx^} es verhalten sich also bei der logarithmi» 
sehen Keradoi'de die Folarwinkel wie die Logarithmen der 
zugehörigen Folarabstände. 

Für TpssO ist Iogz = o, also z=l. (Nimmt man an, daf^ für 
\{;s=:0 die Keradoi'de den Grundkreis schneide, so ist der Halbmesser des- 
selben gleich der, dem Bogen z:=l des Meridians zugehörigen Ordinate.) 

Wird \p negativ, so wird logz ebenfalls negativ, also z^^i, und 
die Kerado'i'de fallt mithin zwischen den Grundkreis und ihren Pol» Für 
z=0 aber wird logz= — cc, also auch i{; = — cx>^ folglich geht die 
logarithmische Kerado'i'de in unendlich vielen Windungen 
um den Grundkörper herum, bevor sie den Pol erreicht 
Der Pol der Keradoi'de ist daher eine Asymptote derselben. 

35. Wird % negativ, so ist log z unmöglich. Die logarith- 
mische Keradoi'de hat daher nur einen Schenkel un<( kann 
nie über den Fol hinausgehen. Dies ist einleuchtend, wenn man 
erwägt, dals sie erst nach unzähligen Windungen den Fol erreicht. 

36. Wächst i^ um 2ir, so ist logz^ = ^^^°^^+^^h Aber logzs= 

-^— ^. Folglich logz' — logz = loga, oder log — = log o, oder — ==a. 

Eben so ergiebt sich, wenn z'\ 2."' .... die Polarabstände bezeich«* 

Den, die den Polarwinkeln ■if\'^'St t(;-f-07, q. a. w. entsprechen, — ;=a» 



-^ = ff, u. s. w. 



Das 
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Das geometrische Verhältnifs der Folarabstände zweier 
aufeinander folgender Windungen ist daher consta.nt 

Da z : z': z'': z"'. ... = 1 ; a ; a* ;«'•.. •, so bilden die in einerlei 
Meridian gemessenen Polarabstände eine geometrische Reihe ^ deren Ex- 
ponent == a ist» 

37. Da nach (IV.) tangy=2^, aber d^ = ^^ ist, so folgt 

tangy = , -^ . 

Der Ansdi^uck der Lage der Tangente, so wie die Rectification und 
Quadratur, hängt von den Eigenschaften der erzeugenden Ebene ab. 
(Man sehe die folgenden Beispiele.) 

Beispiele von logarithmischen Kerädoi'den. 

A. Wenn die erzeugende Ebene ein rechtwinkligesDreieck, 
der Grundkörper . also ein gerader Kegel ist. 

38. Die Polarabsätnde liegen in den Seiten Aqs Kegels und sind 
also gerade Linien. Der Folarabstand für den Grundkreis ist = i (34.), 
also der Halbmesser des Grundkreises = sina^ wenn a den Winkel 
bezeichnet, den die Seite des Kegels mit der Axe einschliefst. 

39. Es ist tangy==^^- Aber yt=z.sina, und a%//=s=j|^.^, 

also tangy = — p ^ eine constante GröTse. Die logarith mische 

Keradoide schliefst daher in allen Puncten mit der Seite 
des Kegels einerlei Winkel ein. 

40. Für die Lage der Tangente ergiebt sich leicht: 

' NQ SS sina = dem Halbmesser des Grundkreises; 

J?7'=^i^ = (x^l) tangy. 

41. Rectification. Es ist a u = /"(y* a ^^ + a r») = 
/•^aiVtangZ-f az») = ar/(tangy*+ i); also 

z . ^(4 n* sing' + Ioga*) 
*' = \^ ' 

WO keine Constante hinzukommt, weil für xr ^ das Integral ver- 
schwindet. 

Grelle'« Journal. IL Bd. t IKt. 11 
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42. Aus (39.) folgt --t = tangy =: — ^ = -^ ^-^, also 

^ ^ ° loga °' cosy cosy ' 

4^*sina* 1 — cosr* , 4;r*8ma* — loga* 1 j 

— -— = -— , oder 5 r — 2 — s= 9 oder 

loga^ cosy* ' loga* cosy 

y( ^ ^^^^ ~ ^^^ = . Dieser Werlh in (41.) substituirL giebt: 

loga cosy ^ ' ^ ® 






cosy 

Die Länge des Bogens einer^ auf einem geraden Kegel 
verzeichneten logarithmischen Keradoi'de^ ist daher gleich 
dem zugehörigen Folarabständen^ diridirt dujrch den Cosi- 
nus des Winkels, den die Keradoide mit der Seite des Ke- 
gels einschliefst. 

V ist also ganz unabhängig von a, und es sind mithin die zu ei- 
nerlei Polarabständen gehörigen Bogen solcher logarithmiachen Kera^oi- 
den, welche mit der Seite des Kegels gleiche Winkel einschliefseni auf 
allen beliebigen Kegeln einander gleich* 

Obiges Resultat ergiebt sich auch kürzer folgendermaüsen: Es ist 

dv = , also V = 



cosy' cosy 

43. Da i5 = -:^, so ist auch 1;=-: — ^ . Wird nun a = Ä, 

sin a ' 5in a . cos y 

SO wird sina = 1^ und der Mantel des Kegels verwandelt sich in eine 
Ebene, die Keradoide also in eine gewöhnliche logarithmische Spirallinie, 

für welche y der Polarabstand ist, und es ist daher auch hier vss--^, 

J ' cos y 

Eben so ist z = ; also v = 



cos a ^ cos a . cos y 



z' 



44. Für einen anderen Polarabstand z' hat man 1;'= , also 

cos y ' 

V : v' = X ; z^ und da, vorausgesetzt, dafs x und z' zu zwei aufeinander 
folgenden Windungen gehören, x:z' = l:o ist, so folgt auch v:v's=zl:a. 
Die Längen der Bogen für aufeinander folgende Windungen der 
logarithmischen Keradoide, die auf einem geraden Kegel gezeichnet ist, 
stehen daher ebenfalls in einer geometrischen Progression, deren Expo- 
nent = a ist. 

45. Quadratur. Man erhält leicht: 

«ji » • ^ • sin a 10-^ 
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WO keine Coutante hinzukommt , weil für 2 = das Integral ver- 
sch windet. 

B. Wenn die erzeugende Ebene ein Rechteck^ der Grund- 
körper also ein gerader Cylinder von kreisförmiger 
Grundflache ist. 

46. Nimmt man einen ^ auf der Axe des Cylinders senkrechten 
Querschnitt desselben als Grundkreis an, so giebt es in der Entfernung 
.== 1| einen damit parallelen Kreis, über welchen die Keradoi'de nie hin- 
ausgehen kann, und den sie auch erst erreicht, nachdem sie sich unzäh- 
lige Male um den Cjlinder, in immer engeren Windungen herumgewun- 
den hat Dieser Kreis, von welchem die Polarabstände an gerechnet 
werden, kann Polar- oder Sche'itelkreis heifsen (vergl. 34. u. 35.). 
Er hat die Eigenschaft einer Asymptote, dafis nemlich die Curve sich 
ihm immer mehr nähert, ihn aber erst in unendlicher Entfernung berührt. 

Auf der anderen Seite des Grundkreises hingegen, schlingt sich die 
Keradoi'de in immer weiteren Windungen bis in*s Unendliche fort. 

47. Da tangy = ^^ und y = n 3\|; = j^- -^ ist, so erhält 

man tangy = ^^. 

Für z = 0, ist tang y «= oo, also y =: R. Es fällt daher für 
zssO die Tangente der Keradoide mit der Tangente des Scheitelkreises 
zusammen. 

Für z = oo ist tangy = 0, also 7 = 0j daher fällt für ir = oo die 
Tangente der Keradoi'de mit der Seite des Cylinders zusammen* 

48. Die Lage der Tangente zu finden, erhält man 

TV]^ = y -^ (x — Oä^i ^'^^ y^'*» *lso öya=o, folglich JVQ=iy=sr. 

Ferner QT= ^'^~f*^^^ . Nun ist x^z, dx=.dz, c=i, y = r 
und 34; = ,-^. ^, folglich QT = Vl^^ = tangy.(r- 1). 

49. Rectification. Esist Öt;=/-(y*a-4i* + öz«)=^l/[(^y4.z«]. 

Sebrt man {^^*=ijif und yfi^A-^*) s= w, so entsteht Övsss——^, 

"^^ 11* 



84 



HorUf über Keradoiden* 



—fTT^i ^^^^ ^^^^ ^Ä Integraltofeln von M. 
Hirsch 9 pag. 48, i; = i/ + ^JlirTJr^f ^^^ ebendaselbat pag. 47, 



- = ^[Qiny+'-]+^,-^P'- 



m + »^((^•+-)]' 



+ e?. 



ilogo/ ' ~J • log 

Rechnet man die Länge des Bogens vom Grundkreisd an, so ver- 
schwindet das Integral für ^=1, und .man erhilt alsdann vollständig: 

^ V[i2rnY+z^loga^'] — Vl(2rnr^loSa^ , m , 2r^+y^[(2r^'+^^ log«"I 



loga 

50. Quadratur. Da die Ordinaten oder Polarabstände hier par- 
allelsind, soist3i^s=sjjrö4;=^^^.5j!r, alsoi?'=r-^.z + ^=r^*'Ängy+'C 



loga 



loga 



2rn 



Für z= 1 ist aber 2^=0, also vollständig F=(z — l)p-^. Setzt man 
J?T (in 48.) = s, so ist F= z.s. ^ "^ ' . ^ .. 

Anmerkung. Je nachdem die erzeugende Linie eine Parabel , Hyperbel , ein 
Kreis u. s. w. ist, können die daraus entspringenden Keradoiden para- 
bolisch, hyperbolisch^ drculär u. s. w« heifsen. Ihre Eigenschaüben lassen 
sich eben so, wie oben bei einigen arithmetischen und logarithmischen Ke- 
radoiden geschähe, aus den Gleichungen fSr die erzeugende Linie und dt'e 
erzeugende Ebene finden. 
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9. 

Ueber den Stillstand der Planeten. 

(Tom Herrn Joseph L. Raabe.) 



JCiS ist interessant^ das Problem über den scheinbaren Stillstand der Pla- 
neten ganz allgemein^ ohne irgend eine Vernachläfsigung^ aufzulösen; 
denn man findet dieses Problem überall nur so aufgelöset^ dafs weder auf 
die Neigung der Planetenbahnen gegen die Erdbahn^ noch auf die £xcen- 
tricitäten beider Bahnen Rücksicht genommen wird^ wodurch dann eine 
Bedingungs* Gleichung entsteht^ die wenigstens für unser Planeten -Sy- 
stem nicht passend ist 

Im Anfange^ als ich mich zur Losung dieses Problems anschickte, 
dachte ich blofs eine Bedingungsgleichung aufzufinden, die den Stillstand 
in geocentrischer Länge des Planeten anzeigen soll, allein der Endaus- 
druck wird so sehr complicirt, dafs ich ihn nicht werth hielt öfientlich 
mitzutheilen ; besonders fand ich ihn ganz nutzlos, bei der Untersuchung 
über den allgemeinen Stillstand eines Planeten, indem mir die letztere 
Untefsuchung einen bei weitem einfachem Endausdruck gab, und zu- 
gleich den Vortheil einschliefst die Aufgabe in ihrem ganzen Umfange 
zu lösen. 

Erst nach der Vollendung dieser Untersuchung erhielt ich Nach- 
richt von dem eleganten Problem des Herrn Dr. G aufs: „Ueber die 
Grenzen der geocentrischen Orte der Planeten.'' Beim Lesen dieser Auf- 
lösung fand ich meine Bedingungs- Gleichungen (welche ich in der Folge 
anzeigen werde), ganz übereinstimmend mit den Bedingungs -Gleichun- 
gen des Herrn Dr. Gaufs, und dieses läfst schlielsen, dals beide Aufgaben 
auf ein und dasselbe hinauslaufen und daOi die eine als Folge der an- 
deren anzusehen ist. 

Wir wollen zur Auflösung über den scheinbaren Stillstand der Pla- 
neten schreiten: 

Es schneiden sich drei unter einander senkrechte Coordinaten - Ebe- 
nen im Mittelpunct der Sonne, die Ebene der xy falle mit der Ekliptik 
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cusammen, die £bene der xz gehe durch die Knotenlinie der Planeten- 
bahn in der Ebene der Ekliptik , und die Ebene der yz stehe auf der 
Ebene der xz senkrecht. Ferner seien: 

Xy y, z die Coordinaten ' des Planeten an Besug auf diese Ebenen, 
x^, y'y z' die Coordinaten der Erde auf denselben coordinirten Ebenen } 
r, r* die Radii vectores des Planeten und der Erdej 
Uy u' die Argumente der Breite des Planeten und der Erde^ 
gj g' die Argumente der Breiten der Aphelien der Planetenbahn nad 
der Erdbahn; 

■ » 

/, f die halben Parameter beider Bahnen , 
Jcy f'e' ihre Ezcen tri ei täten} 

k die Länge des aufsteigenden Knotens der Bahn des Planeten in der 
Ekliptik} 

n die Neigung beider Ebenen. 

Dies vorausgesetzt, hat man folgende Werthe für die Coordinaten 
des Planeten und der Erde: 

X =- r cosw 

y = r sin w cos n 

z ^=:^ r sinu sin/i ^ ... 

^'= r'cos(i/'— i) ^ ^ ^* 

y'ss r'sin(tt* — i) 

Die Größen x — ^', y — y', z — z^ drücken, wie bekannt, die 
Lage des Planeten gegen die Erde aus. Sind nun K und ß die geocen- 
trisohe Länge und Breite des Planeten, so wie g die Distans derselben 
von der Erde, so hat man: 

X — ^' = ^cosßcos(K — k) 

y-^y =^ f cosßsin(K — i) 

z — z' = ^sinß. 
Aus diesen Gleichungen findet man durch Division : 

tang(\~*) ^ ^^, 

tangß — Viy^^)- + ix^xr} 

Nun ist, wie bekannt, ein jedes sphärisches Dreieck gegeben, wenn 

drei beliebige Stücke desselben als bekannt vorausgesetzt werden. Sind 
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diese drei Stücke constanti so ist kein zweites Dreieck möglich ^ was 
von dem ersten verschieden wäre^ und die drei constanten Stücke mit. 
demselben gemeinschaftlich hätte. Soll nun der Planet, von der Erd^ 
aus gesehen 9 stille stehen, so mufs das rechtwinklige sphärische Drei- 
eck, welches von den Bogen der grölsten Kreise (K — k) und ß gebildet 
wird, ein constantes für diesen Augenblick bleiben, und dieses wird 
dann statt finden, wenn das Dreieck, aufser dem constan^n rechten 
Winkel, noch die ihn einschliefsenden Seijen (K—^k) und ß constant 
hat, d.h., fiir den Augenblick des Stillstandes . müssen , sowohl die geo- 
centrische Länge als Breite, beide zugleich als constante Gröfsen ange- 
sehen werden. 

Man hat daher folgende zwei Bedingungs- Gleichungen: 

dK = Oj rf/3 = 0. 

Es sind aber K sowohl als ß Functionen von u und u\ wie es die 
Gleichungen (I) und (II) zeigen, daher findet statt der vorigen zwei 
Bedingungs- Gleichungen folgende mit ihnen gleichlautende Statt: 

Verbindet man diese zwei Gleichungen durch Elimination von ^— ;, so 
erhält man folgende Bedingungs -Gleichung für einen Stillstand: 

Nimmt man die partiellen Difierentialien vr-Jy vr-i) • • • aus den 

Gleichungen (II), und bemerkt, dafs x, y-y z Functionen von </, und x\ 
y\ z' Functionen von u^ sind, so erhält man, da z' gleich Null ist, fol- 
gende mit der letzterer gleich bedeutende Gleichung: 

= dx'(yd2 — zdy)'i'dy(zdx—xdz) + dz(x'dy' — ydx') (IIIO, 

WO unter dx^ dy, dz verstanden wird: ^, -r^, jj^; eben so: dx\ dy^, 
.^ dx' dr* 

du'^ du' 

Diese Gleichung zeigt, dals für einen Stillstand die Tangente an 
den Planeten in seiner Bahn und die Tangente an der Erde in ihrer 
Bahn in einer und derselben Ebene liegen. 
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Um dieses nachzuweisen^ wollen wir folgendes bemerken. Die Glei- 
chung der Tangente an der Bahn des Planeten ist: 



(o). 
Die Gleichung der Tangente an der Erdbahn wird seyn: 



r~y = (^-x) ^ 



Z—z^ = 

Die Gleichung einer Ehene, die durch den Punct X, Y, Z und 
durch den Planeten geht^ ist: 

(X-x) + A{Y—y) + Ä(Z-z) = 0. 
Verbindet man diese Gleichung mit den Gleichungen (ö), so erhält man 
eine Bedingungs-Gleichung^ welche ausdrückt, dals die Tangente an den 
Planeten in die angenommene Ebene fallt. Man hat also: 

= ^ + ^.^ + 1?. 

Die Gleichung derselben Ebene aber, die durch denselben Punct 
Xy Yy Z und durch die Erde geht, wird seyn: 

und diese mit den Gleichungen (6) verbunden, erhält man eine Bediu' 
gungs- Gleichung, unter welchen auch die Tangente an der Erdbahn 
mit der gesagten Ebene zusammenfallt. Man hat also ebenfalls: 

Aus diesen beiden erhaltenen Bedingttngs- Gleichungen erhält man 
die Werthe für A und £, welche sind: 

j _ dx^ 

U ^_^ dx j. dy^ dx* 

~ dz'^'dZ^dy'^ 

und da die Gleichung derselben Ebene, wenn man annimmt, dafs' sie 
durch den Plimeten und durch die Erde geht, seyn mufs: 

SO erhält man, wenn man die eben gefundenen Werthe fSr A und B 
substituirt, die Gleichung (III')' 

Um 
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Um aus der Gleichung (IIIO noch eine Bedingungs- Gleichung «wi- 
schen u und ii' £u erhalten^ darf man blofe aus (I) die Werthe für x 
y^ % ... nehmen und auch. deren Differentialien suchen > wo dann noch 
zu bemerken ist^ dafs: 

r= l 

1 — ecos(u — g) ' 

r' SS L 

1 — e'co8(ri'— ^0' 

WO man dann erhält: 

rf^ — /[siim— gsing] 

[i — ^cos(u — g)y ^ 

J^ I /cos 7t [cos II — g cos ^] 

"^y — ^ [1— ^cos(w— ^)]» ^ 

• — I /sin n [cos u — g cos g\ 
■*" [l~^cos(i.-^)]* ' 

, ,_ f'[%in{u'—lc) — e'8in{^ — k)\ 

[1— e'cosd^'— ^)]^ ' 

, , — ■ /^[cosfa^— <:)-^cosfjr^- X:)] 
^ "■ \i--e'Qos(u'—g')Y ' 

und diese Werthe in (HI') substituirt, erhält man zuerst: 

ydz — zdy = O, 
zdx — xdz = — r*sin/2, 
a/dy—ydx'^ r'\ 
luid dann die Endgleichung: 

/'[cosw — ^cos^] ==/[cos(tt'— *) — e'cos(g-^ — k)] (III"). 
Und die Gleichungen (III)^ (HIO^ (lU^O ^i^d die oben angeführten^ welclie 
Dr. Gaufs bei der Auflösung seines erwähnten Problems ebenfalls erhielt. 
Die Encigleichung (III'0> wiewohl sie von der Neigung der Bahn 
des Planeten gegen die der Erde ganz unabhängig ist, findet doch für 
den besondern Fall nicht statt , wo man die Neigung gleich Null setzt, 
denn in diesem Falle geht das oben angenommene constante sphärische 
Dreieck in einen constanten Bogen eines grölsten Kreises über. Weil 
nemlich dann der Planet keine Bewegung in Breite hat, so ist dann auch 
eine Bedingungs- Gleichung, nemlich </ß=0, zu viel, und für diesen be- 
sonderen Fall istblofs </\=0 die Bedingungs-Gleichung für den Stillstand. 

Dann findet auch die allgemeine Gleichung für den Fall nicht 
statt, wo die Bahn des Planeten senkrecht auf der Erdbahn wäre, weil 
dann die Bedingungs- Gleichung dK^=-0 überflüssig warj denn die Länge 
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eines solchen Planeten wäre^ in welchem Puncte seiner Bahn er auch 
immer seyti möchte^ gleich der Länge des aufsteigenden Knotens. Es 
bleibt daher für diesen besonderen FiaU blofs die Bedingungs* Gleichung 
übrig: rfß = 0. 

Da aber bei unserm Planetensystem kein einziger Planet sich vor- 
findet^ dessen Bahn mit der Erdbahn zusammenfiele , oder senkrecht auf 
sie wäre^ so wollen wir diese Fälle als nicht existirend übergehen, und 
die Gleichung (HI") drückt die Relation zwischen u und u' für irgend 
einen Stillstand von was immer für einen Planeten aus. Eben so drückt 
die Gleichung (III") bei Herrn Gaufs das Verhaltnifs von u zu u' aus, 
für den Fall, wenn der Planet an der äufsersten Grenze seiner Ztone ist. 

Wir können also hieraus folgern: Wenn der Planet gegen die 
Erde die äufserste Grenze seines Zodiacus erreicht hat, 
so ist er gegen die Erde für diesen Augenblick im Still- 
stande, und umgekehrt: wenn ein Stillstand statt findet, so 
ist der Planet an der äufsersten Grenze seiner Ztone. 

1. Anmerkung für die untor^n PlAnoten. 

Da bei den untern Planeten f* gröfser ist als f ^ und ans der Gleichung 
(ni'O folgt : 

cos(?a'— fc) = ~-cosM — ^^^^ 2 J ^ö n^ 

■ 

' so sieht man> dafs nicht jeder Werth für u reelle Werthe für u' — A: geben 
wird, denn alle "Werthe für w, welche cos(m' — A:) gröfser als -|-1 und klei- 
ner als — 1 geben ^ drücken Unmöglichkeiten aus. Es sind daher -j'l und 
— 1 die Grenzwerthe von cos(w' — fc). Geht für diese zwei Werthe von 
vf — Ar, u in u^ und u^ über, so hat man: 

rn.« — /+[/' g COS ff — fe' COS (^^ ^ k)\ 
COSM, = Yl I 

rnQ ,. — — /+ [/' g gOS % — /g' <^"S ^^' -^ ^)] 
COSf<2 — g,. ■' • 

r 

Alle Werthe also für m, die zwischen w, und u, fallen, lassen zwei Werlhe 
fiir u' — A: zu, unter der Bedingnifs aber, wenn i/, und u^ selbst mögliche 
Gröfsen sind, d. h., für solche untere Planeten, wo man hat: 
f^ [/'^cosff— /e'cos(ff' — A:)] H^/, oder, wo man hat: 

/'+/^ [/'ecosff— /e'cosfe'-^fc)]. 
Wenn diese letztere Bediugungs- Gleichung statt findet, kann man für je- 
den Werth von ?/'— A: zwei Werthe für u finden, die aber zwischen die 
Grenzen von n^ und i/^ fallen werden, und das Ganze spricht sich folgen- 
dermafsen aus: Für einen jeden Stand der Erde in ihrer Bahn lassen sich 
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zwei Orte in der Bahn des Planeten aufBoden, für welche ein StÜlstand 
statt finden wird; hingegen für jeden Stand des Planeten in seiner Bahn 
sind nicht immer Orte in der Erdbahn da^ für welche ein StillstaDd des 
Planeten statt finden wird, bis auf die zwischen den oben aufgefundenen 
Grenzen Uz und u^ in deft Bahn des Planeten. 

2. Anmerkung für die oberen Planeten. 

Ganz wie im vorige n Falle wird man hier finden, weil f grofser als jP ist, 
dafs nur dann mögliche Werthe für u sind, wenn uf'-^k zwischen den 
Grenzen von u\ — k und u\ — k liegt , wo man hat: 

co«(»^.-ifc) ^/^ + [/^^<'o«(S^-fc)-/''co»g]^ 

WO dann noch die Bedingungs - Gleichung für alle oberen Planeten statt fin- 
den muls: 

/T/' ^/e'cos(^'— fe) —fezo%g, 

und hier ist es gerade umgekehrt wie in der Anmerkung 1., nemlich: nicht 
an jedem Orte der Erdbahn kann ein Stillstand eines Planeten statt fin- 
den, sondern an denjenigen Orten der Erdbahn , die zwischen den Grenzen 
u'^ — h und u\ — h Dillen ; hingegen lassen sich immer für einen jeden 
Stand des Planeten in seiner Bahn zwei Orte in der Erdbahn auffinden, die 
zwischen besagten Grenzen u\ — k und u\ — k fallen , yon welchen aus 
ein Stillstand bemerkbar sein wird. — 

Zum Beschluls dieser Aufgabe wollen wir noch die Relation zwi- 
schen u und u' ausmitteln, damit ein Planet in seiner Opposition oder in 
seiner Conjunction sei. 

Für diesen Augenblick ist, wie bekannt, die Ebene, die durch den 
Planet, die Erde und die Sonne gelegt wird, senkrecht auf die Ebene 
der Ekliptik} und aus dieser Voraussetzung wollen wir die Bedingungs- 
Gleichung dafür ausmitteln. 

Des Unterschiedes willen wird die oben gebrauchte Bezeichnung so 
beibehalten werden ^ dafs wir, statt wie oben die kleinen Buchstaben des 
Alphabets gebraucht zu haben, hier die grofsen Buchstaben vorkom- 
men werden. Wir wollen also zur Auflösung schreiten: 

Die Gleichung einer Ebene, die durch den Planeten geht, ist: 

X^jr+BZ'\'C = 0. 
Die Gleichung derselben Ebene, wenn sie durch die Erde gehen soll, ist: 

X'^AY'+BZ' + C^O, 
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und die Bedingung ^ dals sie auch durch die Sonne geht> ist^ weil da 
selbst der Anfang der Coordinaten ist^ 

C = 0. 
Endlich, die Bedingung, dafs die gelegte Ebene auf die Ebene der Eklip- 
tik oder auch auf die Ebene der XF senkrecht ist, wird man erhalten, 
wenn man den Cosinus ihrer Neigung gegen die Ebene der XF gleich 

Null setzt, also: 

B_ _ 

Findet man aus den zwei ersten Gleichungen der Ebene den Werth 
für By und setzt solchen gleich Null, so erhält man eine Bedingungs- 
Gleichung für eine Opposition oder Conjunction: 

xr—FX' = o, 

und die Werthe aus (I) für X^ F, . : . . genommen, so hat man folgende 
Relation zwischen 1/ und U^: 

= C08Usin{l7'—£) — 8inl7c08(U'—K) coslV. 
Mit Hülfe dieser Gleichung und der Gleichung (IirO^ ™^t Berücksichti- 
gung der Anmerkungen 1. und 2:, kann man für jeden Stand des Plane- 
ten in seiner Bahn die entsprechenden Orte der Erde in ihrer Bahn auf- 
finden, von wo aus ein Stillstand und eine Opposition oder Conjunction 
des ersteren statt finden wird, und eben so für jeden Stand der Erde in 
ihrer Bahn die entsprechenden Orte in der Planetenbahn. 

Aus denselben beiden Gleichungen kann man auch die Stücke der 
Bahnen berechnen zwischen einem Stillstande und einer Opposition oder 
Conjunction. 
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10. 

Einiges über die Integration der Differentialgleichung 

der zweiten Ordnung (Pfaffschen) 

^(a + Ä^)d*y' + x{c + ear)dy^dx + (/+^^)y*öa:» = Mdaf. 

(Vom Herrn C G. Sauer.) 



JLrie Integration dieser Gleichung hängt bekanntlich von einer Glei- 
chung von derselben Form ab^ in der /z=l und M^O ist. Euler 
hat sie 9 wie man weilä^ in einem allgemeinen Falle und in 9 anderen 
(wie er glaubte) speciellen bewirkt^ und hielt sie wegen ihrer Anwen- 
dung für sehr wichtig. Hiedurch hat sich auch Pf äff veranlafst ge- 
funden , eine neue Untersuchung über die Integration dieser Gleichung 
anzustellen. Man findet ihr Resultat in der zweiten Abhandlung seiner 
disfuisitionum analyticarum p. 135. ff. Er hat nemlich die Gleichung 
von der Form: 

auf 3 yerschiedene Arten transformirt, indem er y = ;rP(a + Ä;r)^.t; setzt, 
und so bewirkt, dafs die Integration dieser letzteren Gleichung sich auf 
die einer Gleichung von derselben Form bringen läfst, worin /= 0, und 
die sich dann durch x ohne Rest dividiren läfst. Die so erhaltene Glei- 
chung transformirt er wieder auf ähnliche Weise, und bestimmt p und 
(^ so, dafs eine Gleichung von derselben Form bleibt. Die dadurch er- 
haltenen 4 Gleichungen reducirt er (jede) auf eine andere, indem er eine 
Gleichung von ähnlicher Form annimmt, diese rmal differentiirt und 
die so gewonnene Gleichung mit den als gegeben betrachteten überein- 
stimmig macht In diese reducirten Gleichungen wird dadurch eine 
willkürliche ganze Zahl r gebracht. Je zwei von diesen reducirten Glei- 
chungen verbindet er nun so mit einander, dafs er die vorgegebene erst 
aus einer Formel reducirt, und diese reducirte wieder aus der anderen, 
wobei er das r der ersten Formel mit ^, das der zweiten mit r bezeichnet 
Auf diese Weise 4 neue reducirte Gleichungen erhaltend, findet er, dafs 
die ursprünglich gegebene Gleichung integrirbar sei, wenn 
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1) f+pc+p(p—i)a^Oi e+{p±rn)e-\-(j>±rn).(p±rn — i)bi=iOj 

2) * = Ä(i. + (i + r+5)«)5 /=|-^(^_i)'_««(i_r+f)')., 

4) /=f((T-0 -"•(*-'•-?)')» ^=i((l-0 ~«'(^-''+e)-)i 

WO /? willkürlich isXy r und ^ aber beliebige ganze Zahlen sind. Pf äff 
glaubt 80 alle integrirbare Fälle ermittelt zu haben (s. p. 138 b. der 
disq. anal.). 

Seine reducirte Gleichung, die unter der Form: 
^(a+Äjr)cPz + (c+(f — r)a+(^— 2rÄ):r)rfza;r + (^— ^e+^(^^-l)Ä)zö^=0,• 
die 4 verschiedenen reducirten Gleichungen enthält, indem r und q beide, 
oder nur eins, ihr Zeichen ändern, läfst sich jedoch noch auf eine andere 
reduciren, wenn man x=^X^ und dann ^ + (5 — r)a^=z\a setzt, nachher 
eine dieser Gleichung der Form nach ähnliche anninimt, diese, ;r mal 
differentiirt, wodurch sie die Form 

bekommt. Hieraus ergeben sich: 7 y. ^ = z, ^*+2;rÄ=2(^ — (^'' + t)*) 

und ff^ — ;rö* + ^(t — l)b = ^c(ff — re-^r(r-{-l)b) gesetzt, die Werthe 
von ß^ und ff^ in der angenommenen Gleichung. Ist nun in dieser Glei- 
chung der CoefBcient von t;=:0, oder sind die beiden ersten Glieder ein 
genaues Differential, so ist bekanntlich die Integration dieser Gleichung 
möglich, und dadurch auch die der vorgegebenen. Sucht man jetzt die 
Bedingungsgleichungen für die Integrirbarkeit der ursprünglich gegebe- 
nen Gleichung, so wird man finden, dals die Fälle unter 2, 3 und 4 all- 
gemeiner, und zwar die speciellen Fälle derselben vermehrt werden, in- 
dem in die eine der beiden Gleichungen noch TT eintritt. Der erste wird 
es auch, aber nicht für ein willkürliches pj sondern nur für ein /?, was 
durch eine ähnliche Bedingungsgleichung, wie die Gröfsen unter 2, 3 
und 4, dem Werthe nach, beschränkt wird. Verlangt man ein negati- 
ves TT, was zuweilen nöthig ist, so darf man nur d'^v^a-^ bÄ^)"^ statt 
ff'cß) setzten, und f^ so bestimmen, dafs die Gleichung ganz dieselbe Form 
behält. Man wird freilich finden, dais nur ^=+1 etwas- Neues liefert, 
und deshalb die Anzahl der speciellen Fälle nach Pfaff nur beinahe ver- 
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doppelt wird. — Die eben gezeigte Methode ist übrigens nur deshalb 
gewählt worden^ damit die integrirbaren Fälle unter allgemeinerer Form, 
nicht in einer gröTsern Anzahl erscheinen möchten j denn es ist sehr 
wahrscheinlich y dafs man alles Neue auch erhalten werde, wenn man 
iie Gleichung 

(a+Äx*)ö'*z + 2(^— -(2r + 4)Ä)xazöx + 4(^ — re + r(r4.1)*)aaac» = 
auf die eben angegebene Weise transformirt hätte. 

Auch wird man leicht bemerken, dafs bei diesem Verfahren die 
eine der ganzen Zahlen r oder ^ = sein kann, wenn TT eine willkür- 
liche ganze Zahl bleibt. Es tritt indefs dabei der Uebelstand ein, daft 
X in derselben Formel für y zweierlei Werthe hat. Diesem läfet sich 
freilich durch das Verfahren abhelfen, was Herr Prof. Scherkh in sei- 
ner Inaugur'al - Dissertation gelehrt hat y es dürfte aber dadurch an Kürze 
wohl nichts gewonnen werden. 

Andere Bemerkungen zu machen und in nähere Erörlerungen ein- 
zugehen, unterlasse ich hauptsächlich aus dem Grunde, weil es wenig 
Interesse zu haben scheint, einige integrirbare Fälle einer Differential- 
gleichung aufzufinden, da man die Gleichung allgemein, d. h., den etwa 
zu machenden Anwendungen genügend, zu integriren weiß. ' 

Naumburg a. Q., im Mai 1827. 
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11. 

Aufgaben und Lehrsätze, 

erstere aufzulösen^ letztere zu beweisen. 



Geometrische Aufgaben und Lehrsätze von Hm. J. Steiner, 

(Verfasser der AbhandluDgen No. 5., 18., 25., 31. und 32. im ersten und No. 5. 

und 6. im zweiten Bande dieses Journals). 

1. Aufgabe. Wenn in einer Ebene drei beliebige Kreise einander in 
einem Punct schneiden, so soll man durch denselben eine Gerade so zie- 
hen, dafs wenn Ay B, C ihre übrigen Durchschnitte mit den Kreisen 
sind, die Abschnitte AB^ BC der Geraden ein gegebenes Verhältnifs zu 
einander haben. 

2. "Aufgabe. Wenn im Räume vier beliebige Kugeln einander 
in einem Punct schneiden, so soll man durch denselben ' eine Gerade so 
ziehen, dafs wenn Ay Bj Cj D die Puncto sind, in welchen sie den Ku- 
gelflächen aufserdem begegnet, ihre Abschnitte ABj BC, CD gegebene 
Verhältnisse zu einander haben. 

3. Aufgabe. Wenn ein gegebenes (irreguläres) Vieleck (n Eck) 
so beschaffen ist, dafs sowohl in als um dasselbe ein Kreis beschrieben 
werden kann, so soll man zwischen den Radien (r, JR) der beiden Kreise 
und dem Abstände (o) ihrer Mittelpuncte von einander eine Gleichung 
finden. (Für das Dreieck ist diese zuerst von Euler gefundene Glei- 
chung bekanntlich o" == Ä* — 2rR.) 

4. Aufgabe. Wenn in einer Ebene zwei beliebige in einander 
liegende Kreise solche Lage zu einander haben, dals man zwischen den- 
selben eine Reihe von n Kreisen so beschreiben kann, dafs jeder jene 
beiden Kreise, und dafs sie einander der Reihe nach berühren, so soll 
man zwischen den Radien jener beiden Kreise und dem Abstände ihrer 
Mittelpuncte von einander eine Gleichung finden. (Man sehe Band I. 
S. 256 dieses Journals.) 

5. Aufgabe. Jeder beliebige Punct in der Ebene eines gegebe- 
nen geradlinigen Dreiecks kann einer der Brennpuncte eines Kegelschnitts 
sein, der alle drei Seiten des Dreiecks berührt. Man soll nun untersuchen, 
welche Lage der Punct in Beziehung auf das Dreieck haben müsse, da- 
mit der Kegelschnitt entweder Parabel, oder Ellipse, oder Hyperbel sei? 

6. 
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6* Aufgabe« Fället man aus irgend einem Peripheriepunct P, 
AkiS um ein gegebenes Dreieck beschriebenen Kreises^ Lotbe auf die Sei- 
ten des Dreiecks^ so liegen bekanntlich die Fufspuncte dieser drei Lothe 
allemal in irgend einer Geraden G. Man soll nun denjenigen Funct P 
ßnden^ für welchen die ihm zugehörige Gerade G mit einer gegebenen 
Geraden parallel ist. 

7. Lehrsatz. Halbirt man in einem Viereck im Kreise > sowohl 
die Winkel zwischen den Diagonalen^ als auch die Winkel, welche die 
gegenüberliegenden Seiten einsohliefsen, so sind von den 6 Geraden, 
welche diese Winkel halbiren, 3 und 3 parallel, 

8. Lehrsatz. Vier beliebige Geraden in einer Ebene bilden, zu 
. drei und drei genommen, vier Dreiecke. In jedem dieser Dreiecke schnei- 
den die drei Lothe aus den Spitzen auf die gegenüberliegenden Seiten 
einander in einem Punct, und diese vier Puncto liegen allemal 
in einer Geraden. 

9. Lehrsatz. Vier beliebige Puncto in der Peripherie eines ge- 
gebenen ' Kreisen b^stimmon, zu dreien genommen, vier Dreiecke. Die 
vier Puncto, in welchen die Lothe aus den Spitzen dieser vier Dreiecke 
auf die gegenüberliegenden Seiten einander schneiden, liegen allemal 
in der Peripherie eines Kreises, welcher dem gegebenen 
Kreise gleich ist. 

10» Lehrsatz. Fället man aus den £cken eines beliebigen (irre- 
gulairen) Tetraeders auf die gegenüberliegenden Seitenebenen Lothe, so 
schneiden diese vier Lothe einander im Allgemeinen nicht. Schneiden 
sich aber, in ein^m besondern Falle, irgend zwei derselben, so schneiden 
alle vier einander in einem und demselben Puncto. Im Allgemeinen 
aber haben die genannten vier Lothe die merkwürdige Eigenschaft, dals 
jede Gerade, welche durch irgend drei derselben geht, auch das vierte 
schneidet, d. h., dals durch jeden beliebigen Punct, den man in einem der 
vier Lothe annimmt, allemal eine Gerade so gelegt werden kann, dafs 
sie die drei übrigen Lothe schneidet. 

11. Lehrsatz. Vier der GroTse und Lage nach gegebene Ku- 
geln können im Allgemeinen von 16 bestimmten Kugeln berührt wer- 
den} gehen sie aber durch unendliche VergröTserung in vier Ebenen über, 
die ein Tetraeder (beliebige dreiseitige Pyramide) bilden, so bleiben von 
jenen 16 Kugeln, im Allgemeinen, nur noch 6 übrig, d. h., es giebt im 

Grelle*« Journal. IL fid. 1. lUt. 13 
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Allgemeinen 8 Kugeln^ von denen jede die vier Seitenebenen eines gege- 
benen Tetraeders berührt. Von diesen, 8 Kugeln ist o) eine dein Tetrae* 
der eingeschrieben^ b) von vier andern berührt jede die AuCsenseite ei« 
' ner Seitenebene und die Verlängerungen der drei übrigen^ und c) jede 
der drei übrigen Kugeln berührt alle Seitenebenen in ihrer Verlängerung 
und zwar zwei Seitenebenen auf ihrer Aufsenseite. 

Bezeichnet man nun den Radius der Kugel (a) durch R^ die Ra- 
dien der Kugeln (b), nach der Ordnung ihrer GröTse, durch R^f R^y R^f 
JR4, wo nemlich der letzte der gröfste ist, und die Radien der Kugeln (c), 
nach der Ordnung ihrer GröTse, durch R^, Rß, R^, so hat man zwischen 
diesen Radien unter andern folgende merkwürdige Relationen: 

"• ä"~JI, Ba R,'^R^'^R,^Rc—R,'^' 

"*• W.'^Rl'^Rl'^Rl—W'^Ri'^Rl'^Rl' ^- ^- ^• 
Sind von den Scitenebenen des Tetraeders drei zu einander senkrecht, 
80 hat man z. B. auch noch folgende Gleichungen: 

iv ^ ^ ^ 1 ^ 1 * 



R^-R R, + R, ' R^ + R^ ' R,+R,' 

^* RR^ ~ RrR, ^ RzRc ^ -R,^,* 
12. Lehrsatz. Beschreibt man in einem beliebigen dreikanti- 
gen Körperwinkel eine Reihe Kugeln, von denen jede die drei Seiten- 
ebenen desselben berührt, und die einander der Ordnung nach berühren, 
so bilden die Radien dieser Kugeln, ihrer GröTse nach, eine geometri- 
sehe Progression. Sind z. B. o, 6, c die Winkel, welche die Kanten 
des Körperwinkels mit einander bilden, und setzt man die Radien zweier 
nach einander folgender Kugeln jR^ und R^, und zur Abkürzung a-^ 6 
-|-c = 2<f» so ist der Exponent der genannten Progression: 

I R2 r» /sin (5 — a) sin (s — h) sin (5 — c) , |// , sin (s—a) sin (s — b) sin (j — c)W * 

itj ly sitis "r r V ~ sin 5 ' )\' 

Oder sind A, R, C die drei Flächenwinkel des Körperwinkels, und 
man setzt zur Abkürzung A -{- R ^ C=i2Sy so ist: 
-- Äa _ W[— cos S cos (5 — A) cos (S — B) cos (5 — Q] 
"• Rj, l 2cosi^rüs|£cos|C 

4- 1//1 4- — ^os 5 cos (S—A) cos (5 — B) cos (S — CA I * 
"*" l'^ \ * 2cosi^cosjßcosf C /'' 
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JLfer erste Band dieses Journals für die reine und ange- 
wandte Mathematik, dessen Fortsetzung hier beginnt, hat 
sich in allem Betracht eines unerwartet guten Erfolgs zu er- 
freuen gehabt. Von den Anerkennungen und Aufmunte- 
rungen, die dem Journal zu Theil geworden, ist vor allen 
diejenige zu nennen, womit dasselbe von Höchsten Behör- 
den des Hocherleuchteten Königlich -Prenfsischen Gouver- 
nements beehrt worden* Diese, die Wissenschaften mit so 
ausgezeichneter Munificenz und thätigem Eifer beschützen- 
den und befördernden Höchsten Behörden haben eine nam- 
hafte Zahl von Exemplaren für ^verschiedene Unterrichts- 
Anstalten und Bibliotheken ankaufen zu lassen und dadurch 
die Fortdauer des Journals kräftig zu unterstützen beschlos- 
sen. Der Herausgeber, und gewifs jeder Freund der Wissen- 
schaften, sagt Ihnen dafür den aufrichtigsten Dank. Eine 
solche thätige Beförderung mufs nothwendig den Eifer, das 
Unternehmen möglichst zu] vervollkommnen, kräftig ver- 
stärken. 

Sodann haben die Gelehrten in mehreren Ländern, und 
vorzüglich in Frankreich, die Zeitschrift nicht allein mit Bei- 
fall aufgenommen, sondern auch durch eigene Theilnahme 

unterstützt* 

Endlich hat das mathematische Publicum sich für das 
Journal auf eine so erfreuliche Weise interessirt, dafs Hoff- 



II 



Vorrede, 



nxmg vorhanden ist, die Zeitschrift werde noch immer mehr 
Theihiahme finden, und immer weiter gedeihen, je mehr sie 
bekannt wird, nnd je mehr sie sich selbst, für die Zwecke 
die sie sich vorgesetzt hat, entwickelt. 

Der Herausgeber beginnt also die gegenwärtige Fort- 
setzung mit Vertrauen und Hoffnung auf einen ferneren gu- 
ten und immer besseren Erfolg. 

Der Plan und der Zweck der Fortsetzung bleibt im Gan- 
zen der nemliche, wie er in der Vorrede zum ersten Bande 
angedeutet ist. Nur hat es den Gelehrten und Kennern, die 
den Herausgeber mit ihrem Rathe beehrten, so wie ihm selbst, 
nicht unzweckmäfsig geschienen, diejenigen Aufsätze, welche 
ein weiter verbreitetes Interesse, besonders für den eigent- 
lichen Gelehrten haben, um sie allgemeiner lesbar zu ma- 
chen, in lateinischer oder französischer Sprache zu geben, 
welche Sprachen Denen, die in einer Wissenschaft weiter ein- 
dringen, fast in allen Ländern eben so verständlich sind, als 
die Muttersprache. Dieses wird also hinfort geschehen. Eine 
Aufforderung zu dieser Abänderung lag auch schon beim er- 
sten Bande gewissermafsen darin, dafs ein sehr grofser Theil 
seines Inhalts dem Herausgeber nicht in deutscher Sprache 
mitgetheilt worden ist,' sondern von ihm erst hat übersetzt 
werden müssen; desgleichen darin, dafs er, wiederum einen 
grofsen Theil der Abhandlungen von aufserhalb Deutschland, 
namentlich aus Frankreich, den Niederlanden, Dänemark, 
Schweden etc. erhielt, wodurch sich gleichsam die Ten- 
denz des Journals, eine allgemeine Zeitschrift zu werden, 
nicht undeutlich aussprach, welcher Tendenz er dann auch, 
da die Allgemeinheit der Mittheilung ohne Zweifel am 
allerkräftigsten zur Erreichung des Zweckes des Unterneh- 
mens wirken wird, mit Vergnügen nachgiebt. 




Vorrede, III 

Sodann finden es die Freunde des Heransgebers, mit ihm, 
nützlicli, Aufgaben aus der Mathematik aufzustellen, und 
sie durch das Journal beantworten zu lassen, wie es schon 
bei dem ersten Bande im Voraus angedeutet worden ist, und 
wie von der vortrefflichen, von Herrn Gergonne zu Mont- 
pellier redigirten mathematischen Zeitschrift, seit vielen Jah- 
ren, mit so bedeutendem Erfolge geschiehet. Das Journal 
wird also fortan dergleichen Aufgaben, oder auch zu be- 
weisende Lehrsätze enthalten, und die Mathematiker wer- 
den hierdurch zum Beantworten der ersteren und zum Be- 
weisen der letzteren eingeladen. 

Endlich finden die Kenner es nützlich und angemessen, 
dafs Jedermann, der durch mathematische Forschungen zu 
Resultaten gelangt ist, die neu zu sein scheinen, sie mögen 
in Lehrsätzen oder in Erläuterungen schwieriger Gegenstände, 
oder in Betrachtungen, oder auch selbst in Aufgaben beste- 
hen, durch das Journal Gelegenheit finden möge, dieselben 
bekannt zu machen. Der Herausgeber ladet demnach hier- 
durch zur Mittheilung solcher Resultate ein. Auch wird er 
Anzeigen von mathematischen Schriften, die im Werke sind, 
und Beurtheilungen erschienener Schriften, wobei aber, wie 
bei dem ganzen übrigen Inhalte des Journals, Alles was irgend 
Jemand verletzen könnte, unbedingt und strenge ausge- 
schlossen bleibt, gern aufnehmen. Nur mufs bei diesen 
Mittheilungen und denjenigen der Auflösungen von Aufgaben 
und der Beweise ausgestellter Lehrsätze die natürliche Bedin- 
gung Statt finden, dafs Dasjenige was etwa nicht zur Bekannt- 
machung durch das Journal vom Herausgeber geeignet ge- 
funden werden möchte, zurückgegeben werden dürfe. 

Diejenigen Zuschit kungen für das Journal, welche nicht 
von den besonders eingeladenen Mitarbeitern kommen, mufs 
sich aber der Herausgeber portofrei erbitten. 



IV Vorrede. 

Die oben erwähnte erfrenliche Aufnahme des ersten Ban- 
des dieser Zeitschrift kann den Herausgeber, dessen ganzes 
Streben seiner Wissenschaft gewidmet ist, und der kaum eine 
andere Freude kennt, als für dieselbe zu wirken, nicht an- 
ders, als mit dem lebhaftesten Eifer beseelen und ihn er- 
muntern, alle seine Kräfte anzuwenden, auch hier auf die- 
sem Wege Alles, was in seinem Vermögen ist, zu dem vor- 
gesetzten Zwecke zu thun. Er wird keine Mühe und keine 
Aufopferung bei diesem Bestreben scheuen, und wünscht für 
sich nichts weiter, als dafs es ihm damit auch fernerhin und 
noch immer mehr gelingen möge. Der Herr Verleger der 
gegenwärtigen Fortsetzung, dessen Eifer, wissenschaftliche 
Werke seinerseits fördern zu helfen, rühmlichst bekannt ist, 
und dem der Herausgeber schon bei seinen eigenen, in dem 
nemlichen Verlage erschienenen mathematischen Schriften, so 
manche denselben nützlich gewesene Gefälligkeiten schuldig 
ist, wird gewifs auch seinerseits Alles thun, was zur För- 
derung des Unternehmens gereichen kann. 

Es ist nur noch übrig, das Publicum und Jeden der sich 
für die Mathematik, diese für so unzählige Verhältnisse des 
Lebens und für die Verbreitung und weitere Entwicklung 
der allgemeinen Intelligenz, jener wahren Quelle des Wohl- 
seins, wichtige und nützliche Wissenschaft interessirt, wie 
hierdurch geschiehet, zu bitten, dem Unternehmen femer 
und immer mehr seine Aufmerksamkeit zu schenken, und 
dasselbe durch Verbreitung und Theilnahme unterstützen 
und fördern zu wollen. 

Der Herausgeber. 
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Aufgaben von Anderen. 

13. Grenzen für die Zahl der imaginairen Wurzeln einer alge^ 
braischen Gleichung von einem beliebigen Grade^ aus den gegebenen 
Coefficienten der Gleichung zu finden. 

14. Aus der Gleichung 

(a. + ar)i + (a, + x)^ + (a, + x)i + (a,+x)^ + (a, + x)^ + (oe+x)^ = 0, 
•wo a^y ffa, ^39* ••^6 beliebige, von einander verschiedene, gegebene Grcf» 
Isen sind, x zu finden« 

15. Man kann beweisen, dafs die Zahl T, welche die Länge des 
Umfanges eines Kreises bezeichnet, dessen Durchmesser 1 ist, desglei- 
chen ihr Quadrat, nothwendig irrationale Zahlen sind. (Man sehe z. B. 
Legendre ffeometrie, note IF.) Nachzuweisen, ob, und wenn es ange- 
het, wie sich beweisen lasse, dafs, wenn n eine beliebige ganze ZaU 
bedeutet, auch tt^ nothwendig irrational ist? 

16. In der Reihe 

welche gleich 



• • 



X* ■ 1 — oc^ 



im; i" Yz:^ "T Yzr^ ..... -t- -. r 



ist, sind die CoeflScienten der verschiedenen Glieder, wie Lambert be- 
merkt hat, gleich den Zahlen der ganzzahligen Divisoren der Exponen- 
ten der nemlichen Glieder, so dafs von allen Gliedern, deren Coefficiän- 

4 

ten 2 sind, und nur von diesen Gliedern die Exponenten Primzahlen 
sind. Man verlangt durch einen endlichen Ausdruck diese Lambert- 
sche Reihe zu summiren. 

17. Die Bernoullischen Zahlen, die Differenz- Coefficienten und 
die Facultäten -Coefficienten allgemein durch Producte von der Form 
T * 7 * 7 * 7 * " * auszudrücken. 



x 



18. Die GroTse a^ n&ch a und der Zahl x der Exponenten zu 



.0« 



entwickeln. Diese Zahl x ist z. B. in der Größe a^ gleich 3. 

19. Aus dem Cardanischen Ausdruck der Wurzeln der Glei« 
chungen vom dritten Grade, oder demjenigen durch trigonometrische 
Linien, die Wurzeln der Gleichung ö^^ -j- c^ä**-{- 0^0; -f- 03=0 für den 
Fall herzuleiten, wenn ©o = ^ ist. 
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20. X = sei eine beliebige algebraische Gleichung^ 2. B. vom 
Juten Grade, wie 

^'^ + «i^'*"' + öao;'*"* + a^x^-^. . . . + flr„ = 0. 
JT = sei diejenige Gleichung, deren Wurzeln bestimmte Potestät^n^ 
2. B. die /Taten Potestäten der Wurzeln der Gleichung X=o sind. Als- 
dann lassen sich bekanntlich die; Coefiicienten der Gleichung Y=-0 aus 
den Coefficienten der Gleichung X = finden. Es fragt sich, ob sich 
auch, wenn nicht alle Coefficienten der Gleichung X=iO, sondern statt 
der fehlenden einige Coefficienten der Gleichung JT = gegeben sind, 
die übrigen Coefficienten der beiden Gleichungen finden lassen, und weno 
es angehet, wie. 

21« Aus den gegebenen Seiten eines Vielecks im Kreise von ei- 
ner beliebigen Seitenzahl, den Inhalt des Vielecks und den Halbmesser 
des Kreises zu finden. Dieses kann gefordert werden, weil alle Vielecke 
im Kreise mit den nemlichen Seiten, in welcher Ordnung auch (die be- 
stimmten Seiten auf einander folgen mögen, ofifenbar gleich grofs sind^ 
auch alle diese Vielecke nothwendig in gleichen Kreisen liegen« 

22. Unter allen Kreis-Abschnitten Von gleichem Umfange, 
die kleiner sind als der halbe Kreis, und unter allen beliebigen Kreis- 
Ausschnitten von gleichem Umfange die kleinsten zu finden. 

23. Ein Körper, der aus einer glieichartigen, dichten und als voll- 
kommen unelastisch betrachteten Masse bestehet, deren Cohäsionskrafl 
gegeben ist, und der die Form eines senkrechten, kreisförmigen Cylin- 
ders mit parallelen Grundflächen hat, dessen senkrechte Höhe, wenn 
man will, gegen den Durchmesser nur klein ist, ruhet mit dem Rande 
der kreisförmigen, unteren. Grund -Ebene wagerecht auf einer festen Un- 
terstützung. Im Mittelpunct der oberen Grund -Ebene wirkt senkrecht 
auf dieselbe, also in lothrechter Richtung, eine Kraft. Zu finden, wie 
grofs diese Kraft, mit oder auch ohne Rücksicht auf das Gewicht des 
Cylinders, sein mufs, um denselben zu zerbrechen, und in welcher Linie 
der Cylinder brechen wird. 

24. Die Gestalt eines Hohlspiegels zu finden, der die Strahlen ei- 
nes kugelförmigen leuchtenden Körpers von gegebenem Durchmesser so 
wenig als möglich zerstreut, oder so nahe als möglich dieselben 
parallel wirft. 
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Recherches sur les fonctions elliptiques. 

(Far M. A. H. Abel.) 



X^epuii longtems les fonctions logarithmiques^ et les fonctions exponen- 
tielles et circulaires ont il6 les seules fonctions transcendantes^ qui cot 
attirö Tattention des gtometres« Ge n*est qae dans les demiers tems» 
qu*on a commencö a en consid^er quelques autres. Parmi celles-ci ii 
faut distinguer les fonctions, nomm^es elliptiques, tant pour leurs belies 
propri^tes analytiques, que pour leur application dans les direrses bran- 
ches des math^matiques* La preniiere id^ de ces fonctions a it6 don- 
nee par rimmortel Euler, en d^montrant, que T^quation söpar^e 

est intögrable algebriquement Apr^s Euler, Lagrange y a ajout^ 
quelque chose, en donnant son öl^gante thöorie de la transformation de 

l'intögrale / v^r/i_ > ^ui— * *\V ^" ^ ^^' ^^^ fonclion rationelle de x, 

Mais le premier et, si je ne me trompe, le seul, qui alt approfondi la nature 
de ces fonctions, est ^. Legendre, qui, d'abord dans un memoire sur 
les fonctions elliptiques, et ensuite dans s^s ezcellents exercices de ma- 
th^matiques, a d^velopp^ nombre Jeporoprietes Elegantes de ces fonctions« 
et a monträ leur application« Lors de la publication de cet ouvrage, 
rien n*a 6x6 ajoutö a la thöorie de M. Legendre. Je crois, qu'on ne 
verra pas ici sans plaisir des recherches ultörieures sur ces fonctions. 

En g^n^ral on comprend sous la d^nomination de fonctions ellip« 

liques^ toute fonction, comprise dans Tint^grale 

Rdx 



fy 



ou R est une fonction rationelle et «, ß, 7, ^, t sont des quantit^s con- 
stantes et reelles* M. Legendre a dcmonträ, que par des substitu« 

Crellc*« Jounul. II. Bd. Z Hfl. 14 



102 fdhel^ rßolurdMi mar l€$fim€tüm$ ea^fti§it§9. 



/v 






tionB cenTenables on peut toujcran ramener cette integrale k la forme 

oü P est une fonction rationelle de y^. Par les rMuctions conTenaUes» 
cette integrale peut ötre enaaite ramenöe a la forme 

'A^By^ by 

et Celle- Ol a: 

oü c est r^I, et moindre que runite. 

De \k 8uit^ que toute fonction elliptique peut 6tre r^duite k Pune 
des trois formes: 

auzquelles M. Legendre donne les noms de fonctions elliptiques de la 
premiÄre^ seconde et troisieme esp^ce. Ce sont ces trois fonctions'^ que 
M. Legendre a oonsid^r^es; surtout la prämiere ^ qui a les propriitös 
les plus remarquables et les plus simples. 

Je me propose^ dans ce mömoire^ de consid^rer la fonction iuTerse, 
c'est-a*dire la fonction ^tf» dötermin^ par les ^quations 

» 

sin '9 == ^(«) = X. 

La demi^ öquation donne 

aö./'Cl — sin*^ = d.<pa «= dx, 
donc 

V"[(l— a?*)(l — c* a?»)] ' 

M. Legendre suppose c^ positif, mais ]*ai remarquö^ que les formules 
deviennent plus simples, en supposant c* nögatif ^ «b «— e*. De memo 
f^ris pour plus de Symmetrie 1 — c*x* au lieu de 1 — «•. En sorte 
que la fonction (pu^ssx sera donnee par T^quation 

_ r dx 

ou bien 

Pour abröger^ j'introduis deux autres fonctions de o, savoir: 



=x 



^ 
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PInsieurs propriöt^g de ces fonctions se d^duisent immödiatement 
des propriöt^s connues de la fenction elliptique de la premiire espece^ 
mais d'autres sont plus cachöes« Par ex. on d^montre^ que les ^uations 
(p9L=zO, /«ssOy FeL=zO ont un nombre infini de racines^ gu'on peut 
trourer toutes. Une des propri^tös les plus remarqualles est^ qu'on peut 
exprimer rationellement (p(pioC)y f{md)y F(ma) (m etant un nombre en- 
tier) en (P^^ /a, Fa. Aulsi rien n'est plus facile^ que de trouTer ip(ma)f 
f{Tna)y F(meL)y lorsqu'en connolt <Pa,fa, Fa, mais le problime inTerse> 
savoir de d^terminer ^ä, fa, Fa en <P(m»), f(^^)f P(jnct) est plus diffi- 
cile^ parcequ*il dopend d*une ^quation d'un deg:rä plus äevö (savoir du 
def^ m% 

La Solution] de cette öquation est Tobjet principal de ce memoire/ 
D*abord on fera voir^ comment ont peut trouyer toutes les racines/ au 
moyen des fonctions <p, fj F. On traitera ensuite de la Solution algebri- 
que de l'equation en question^ et on parvicndra ä ce r^sultat remarqua- 

ble, que ?^(— )i /("^/i ^(^) ?®"^^»t ^^^ exprimös en (p«, /a, Fa, 

au moyen d'une fonction^ qui, par rapport a «^ ne contient d'autres irra- 
tionalitös que des radicaux. Cela produit une classe tr^s g^nörale d'^qua- 
tionSy qui sont resolubles alg^briquement« 11 est ä rernarquer, que les ex- 
pressions iiw racines contiennent des quantitös constantes^ qui, en g^ne- 
raly ne seht pas exprimables par des quantitds algöbriques. Ces quan- 
titis constantes döpendent d*une ^quation du degrö m^ — 1. On fera Toir 
oomment, au mojen de fonctions algöbriques, on peut en ramener la So- 
lution ä Celle d'une ^uation du degr^ m -f* 1« On donnera plusieurs ex- 
pressions des fonctions (p (2 « + !)«; /(2it+l)«; F(2ii+l)« «n fonc- 
tions de (poLy f^ Fa. On en d^duira ensuite les valeurs de ^«^ /«^ F% 
en fonctions de o« On d^montrera^ que ces fontions peuvent ötre de- 
compos^es en un nombre infini de facteurs, et m^me en une infinit^ de 
fractions partielles« 

§. L 
Proprietes fondamentales des fonctions 9«; /«^ Fa. 

1. 

En supposant, que (pa^=:x (!•)> on aura en vertu de ce qtii precede : 

14* 
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Par Ik on Toi^ qne a« eonüiM oomme foncti<m de xp est pesitif depuis 
X SS O) jusqn'a x s= — * En faisant dono 

^* 2 ~Jo Vl(l— c»a:»)(l+e»ar«)]» 

il est Evident 9 que (pa et positif et va en ao^mentant depuis » ssO jvf- 
qu'ä a = -^9 et qu'on aura 

4. <P(0) = 0, ^(y) = 4- 

Parceque a change de signe^ lorsqu'on ^rit — - x ä la place de xj il en 
est de mdme de la fonction (p» par rapport a «^ et par cons^quent on 
anra röquation 

5. ^(— «) = — ^(«)« 

En mettant dana (1.) xi au Heu de x (ou if pour abr^ger^ repr&ente la 
quantitö imaginaire /* — l) et d&ignant la raleur de m par ßi, il Tiendra 

6. XI = (P(ß/) et ß ^/ VfCt+c'x^'Kt-^'x«)) - 
est r^el et positif depuis x = jusqu'a x=: — , donc en faisant 

^ •.«/'' ££ 

'• 2 ~"J# VT:(l-****)(l+a*x»)]' 

X sera positif, depuis ßss a^ro josqu'ä ß ss-^^ c^est-i^-dire^ la fonc- 
tion -r^(ßO sera positive entre les m^mes limites* En faisant ßssa et 

y^^i^, on a 

• ~y« vq(l-eV»)a+c*r*)]^ 
donc on Toit, qu*en supposant c au Heu de e et e au Heu de c. 

^ . ' so changera en ip». 

Et parceque /ä s= /"(l — c*^«), 

Fä = /"(l + e»^«), 

on reit 9 que par le changement de c en e et e en c, /(«O ^t F(tLi) 
rentr»*ont respectiFement en Fa et /«• Enfin les equations (2.) et 
(7.) fönt Toir, que par la m^me transformation, » et 9 rentreront respeo- 
tivemi^nt en a et c«. 
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(7.) on aora x sss — pour ßsa-^, dono an rartu da T^oa* 



tion xi:ss^(ßi)f il yieodra 



» *(t) 



l.l. 



2. 
En vartu da ce qui pröcida^ on aura lea raleurs da 9« pour touta 

▼alaur röaUe da c^ comprisa antra — y ^^ "f* "T^ ^' ^^' ^^^'^ ralaur 
imaginaira da la forme ßi de cette quantlt^^ si ß est une quantiti eon* 
tinna antra las limitas *-^ ^ ^^ "^ T* ^ ^^S^' maintanant de trouyer la 
▼alaur de cattß fonction pour une yaleur quelconque^ reelle ou imaginaire^ 
da la variable. Pour y parvenir, nous allons d'abord ^tablir las proprio 
ti8 fondameptales des fonctions <p, f et jP» 

Parceqn'on a . ^^^ , 

jP»ä = 1 4-^^*«, 
on aura^ en diff^rentiant : 

Or d'apria (2.) on a 

dono 9 en subatituant cette valeur de (p'cL dans les deux ^quations pr^c6*« 
dentes^ on trouvera, qua les fonctions (pctjfc^p Fol aont li^es entre elles 

par les ^quations 

|(p'« = fa.Fety 
Fol =^ ^(poL.foL. 
Cela pos^f je dis^ qu'en d^signant par « et ß deux ind^terminöes^ on aura 

W + ß) SS P^^Pß+^^'V^VßJ^ 'fß 

Ces formulea peuvent ^tre döduites sur le champ des propri^tes 
connues des fonctions elJiptiques'^)} mais on peut atissi le^ T^rifier aisc- 
ment de la maniere suivante. 

*) Legend re Ezercicei de caicul integral. 
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En ddsignatit par r le second membre de la premiöre des ^aa- 
tiona (lO.)^ on anra, en differentiant par rapport a a: 

En rabstitaant ponr ((/a, f^t^^ F'a leurs valeurs donn^ par les ^qua- 
tions (9.)) ^ viendra 

/ar\ fa.Pa.ffl.Fß 2e»e^tp^a.g>'' ß.fa.fß.Pa.Fß 

d'ou, en substituant pour/*« et jP*ä leurs raleurs : 1 — €^(fl^a, l + €^(p*fl^ 
et en röduisant, on tire 

/ar\ _ (1— eVy*«, />)((e*— c*)— y«, q>ß^fa.fß.Pa.P^—2e^c^ipaq^ßi9*u^q>^ß) 

Maintenant « et ß entrent sym^triquement dans Texpression d^ r>- dcoc 
on aura la raleor de (^j» <» permutant « et ß dans la yaleur de f^. 
Or par cela TexpreBaon de \^k^ ne change pas de Taleur, donc on aura 

Cette dquation aux diff^rentielles partielles fait Toir que r est fono- 
tion de « -|- ß 9 donc on aura 

La forme de la fonction ^^ se tronvera^ en donnant ä ß une valeur par^ 
ticuliire. En supposant par ex« 0^=0^ et remarquant que ^(0) =s o, 
/(O) =: ly F(6) z=z i, les deux valeurs de r deriendront 

r = <p(«) et r SÄ <//(«}, 

donc 

/|^(«) SS (p(«), 

et de la 

r = ^(et + ß) = iP(«-f /3)- 

La prämiere des formutes (10.) a donc Heu effectiTonient. 

De la mSme maniire on yerifiera les deux autres formules. 



12. 
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3. 

Om fonnulw (10.) on peut en d^dnire une foule d'autres. Je yaii 
repporter quelques -unes des plus remarquables: Pour abröger je fais 

11. l+e»c*(p»«.(p»ß = R. 

En changeant d'abord le signe de ß, on obtiendra 

,/(«4.ß) — /(« — ß) =s -!io''9«fß.F«'Fß 
FC« + ß) — Fi» — ß) a= ^'*'V«'Vßf«fß^ 

En formant le produit de '<p(« + ß) ^^ 9(* — ß), on trourura 
<P(cc+ß).<p(tc-ß) ^ <P«'fß'Pß'^Vß/<''P'' VfßFß-vß.fa.Fa 

(p' tt.f ß. P' ß— (p* ß.fa.F* a 
~ g- , 

Ott, en substituant les valeurs de /'ß, F^ß, f*a, F*ei dans f>ß et <P«: 

iP(« + ß).(P(«~ß) = y'«-y'/y->'c'y«;yV+>'c'y'/?.y*« 

(y*«^y*/g)(l+<*c*y*«.y*/?) 

— ä» i 

or A = 1 +eV<p*«.<p"ß, donc 

13. (p(« + ß).<p(— ß)=2l2^. 

On trourera de mdme 

t4.g«y*«+ e*9>*/:?.'- e*c'q>'a.fp*ß . F*a.F*ß— e '(c»-|-g*)y*«. y V 

— R ~H 
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Eq faiaant dans las formulei (10*) |9 = ±y^ ßss±yiy at ramar^ 
quanty qua /(± y) == 0, -P(±-^i) = 0, on aura 

/>^/ _^ «öX -i_^«» f»r/^^\ -^2 Oft 



VT 



2 






<P-Ö* 



/(*±fO = ''' 



Ott bien: 

*(- ±.1) = ±|.^S /(* ±f) - + ^(^ + ^).|!i 

16 / 'V— 2^ 7^'ru' 

De U on tire sur le champ: 

'(f + -) = '(t — )' 

/(f' + -)=/(f'— )> 

El» faisant « = y et y/, on trouve de la 

f (f + f ') = '- Af + f ') = *. '•(t + ?'•) = i- 

Ensuite 
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Ensuite Ie$ dquations (17.)^ eu j mettant dans las trois premi^res » + ~ 

au lieu de a, et dans les trois derni^res « -{" 7^ ^^ ^^^ de «^ donnent 
les suivantes 

et en mettant a -|* i« et a -f- ori au lieu de a: 

f(2(ö+a)^fai /(cT/.+ a) =/«} 

F(« + «) = F«j JP'(2m/ + «)=:FÄ. 

Ces öquations fönt yoir, que les fonctions <Pxy fa, F» sont des fonc- 
tions päriodiques. Onen döduira sans peine les suirantesi oü m et n 
sont deux noznbres entiers positi& ou n^gatifs: 

Ces formules peuirent aussi s'öcrire comnoie il suit: 
/(m«+n«/±«) = (_!)"•./«, 

On peut remarquer comme cas particuliersi 

I^(mÄi±«)==:±( — l)"*,(pa} <p(niw/±a)s=s±(— 1)".(Päj 
f(mm±a) = (— l) V» i' /('J » ' ± «) =/« } 

F{mm±») = F^i F(n«/±Ä) = (— if.Fa. 

5. 
Les formules qu'on vient d'ötablir, fönt voir qu^on aura les yaleurs 
des fonctions 9«; /a> Fti pour toutes les valeurs reelles ou imaf^naires 
de la variable^ lorsqu'on les connolt pour les valeurs reelles de cette quan- 

Xxlbf comprises entre -^ ^^ — T ®^ P^^^ '^' valeurs imaginaires de la 

forme ßi, oü ß est comprise entre 2" ^* — T* 

En effeti supposons qu'on demande la valeur des fonctions ^PC^ + ßO» 
/(«-)»ßi)y F(a-f*ß/), oii « et ß sont des quantitös reelles quelconques. 
En mettant dans les formules (10.) /?/ ä la place de ß, il est clair^ qu'on 
äura les trois fonctions dont il s*agit; exprim^es par les fonctions: (ß« j 
/«j F« j (P(ßOi f(ß^f ^(ßO* II »e reste donc, qu'a determiner ces der- 

Crrlle'f JüoniaL IL Bd. 2. Hft. 15 
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nieres. Or, quelles qae soient les raleurs de « et |3, on peut tonjours 

trouver deux nombres entiers m et n^ tels que »i=sm.m±,üif^ |3=:n»±3^^ 

* 

oii »' est nne quantitö comprise entre et +-2") etß'entre Oet •{-y 

Donc on aura» en yertu des ^uations (22.) ^ en substituant les valeurs 
pröcedeutes de » et ß: 

/(«) = /(m«±«') s= (-ir./«', 

F(«) = F(iHta±a') = fV, 

<P(ßO = ^(+»"'±ß'0 = ±(— 1)".<P(^'0, 
/(ßz) = /(n»/±ß'i)- =/(ß'/;, 

F(ßO = F{nni±ß'i) s: (— i)-.F((S'i). . 

Donc les fonctions (p«, /»^ Fa, 9(ßijf /(ßO> ^(ßO seront ezprim^s 

conime on vient de le dire et par suite aussi les fonctions ^(»-f'ßOi 

/(«+ßOi ^(«+ßO. 

Nous avons vu pr^c^demment, que (P« est r^I depuis asss«- — 

jusqua «= +— , et que ^ . '^ estreel depuis « = — -5- jusqua »= + -5% 
Donc en vertu des equations (22.) il est clair: 

1) que (p(«) et ^^^ ■ sont röels poup toute ^aleur reelle de aj <pa 

est compris entre et + — , et ^\ ' entre et + — J 

C C t ' C 

2) que ^(«) s'^vanoüit pour a=m(i^, et TS5JL pour at = mw: m.^tant 

un Dombre entler positif ou n^gatif^ mais (P(a) n*est pas nul pour au- 
cune autre valeur reelle de a. 

En renoiarquant, que /« s= /(i — c*^«), Fa =r /'(i +e*^a), il suit 
de ce que nous venons de dire : 

1) que les fonctions /(a); F(a)'y f(ct!)'^ ^(«0 sont reelles pour toute 
valeur de «; 

2) que /(«) est compris entre les limites — I et -f ^ ©t F(«) entre 

les limites -f- 1 et + ^fl-f--^j, ehsorte queFa est positif pour toute 
leur reelle de a^ 

3) que/(a/) est positif et compris entre les limites + 1 ety^l-|"-r) 
et F{S^i) entre les limites — 1 et -|- 1 pour toute valeur röelle de a; 



on aura 
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4) que/(a) s'^vanouit pour a=s ('w + {)« et F(ia) pour a=s(m + 4)«f 
maid pour nulle autre valeur de a. 

On remarquera ce qui suit comme corrollaires qu'on tire des for- 
mules (22.): 

1) Soit assO. Dans ce cas^ en remarquant, que (P(6)sso^ /(o) = i, 
^(0) = 1, on aura 

I(P(7n« + **"') = ^9 
f{m(A^nmi) = (—1)-, 
-F(7nw + n«s/) == !• 

2) Soit a=:-K-* ^^ vertu des dquation^: 

24. </((m + 4)« + «»/) = 0, 

3) Soit « = •-•/. En vertu des ^quations 
on aura: 

iP'(Tn«+(«4-T)"") == 0. 

4) Soit ass-j + y'. En vertu des equations ci dessus on aura 

26. /((7» + i)«+ (n + i)«/) = J, 

6. 

Les ^quations (23.), (24.), (25.) fönt Toir, quela fonction <t)(a) 8'öva« 

no\iit toTites Ies fois que a est de la forme a=:}uu -f''*''"^ quo /et s'era- 

nouit toutes Ies fois que a est de la forme a,^=::(Tn-\-\)u '\-nwiy et que 

Fa s'^vanouit toutes les fois que a est de la forme a.^mu'^(n'\-\)mi. 

15* 



Or je db que poor toute autre valeur de a^ les fonctioDi (Pa^ /ce» Fa 
auront n^essairement une yaleur diffärente de u&to. 
Supposons en effe^ qu'on ait 

(p(a + ß/) = 0, 
a et |3 ^tant des qnantit^s reelles, En yeito de la premiöre dea for- 
mules (10.)^ cette öquation peut 8*öcrire comme il ault: 

y a .flßi) . F(ßi) 4- y {ßi).fa . Pa _ 

Maintenant le quantitös (ßa^ /(ßO^ ^(3'") sont r^lles et <P(dO est 
de la forme i^Jlf oü ^ est r^el; donc oette <^quation ne peut pai sub- 
sister k moins qu'on n'ait söparöment: 

<P(«)./(ßO.-P'(550 = oj <p(3i)./«.F« =0. 

Ces ^quations ne peuvent £tre satisfaites, que de deux mani&res, saToir 
en faisant 

^(«) =cO, (p(ß/)=0, 

on 

f(ßi)^F(ßi) = 0, /«.F« = a 

Les deuz premieres öquations donnent « = /7f«; ßzsinm. 

Les deuz dernieres^ en remarquant que Fa et /(ßi) ne peurent 
jamais s'^ranouiry donnent 

/« « 0, F(ßi) s: 0, 
doü 

« = (TO + 4)«, ß — (/l +4)11. 

Mais pour ces valeurs de « et ß la valeur de ^(a + ßO deriendra in- 
finiej donc les seules yaleurs de ft et ß sont a = /7i« et ß^ssnm, et par- 
cons^quent toutes les racines de T^quatlon 

<P(x) = 0, 
peuTent dtre repr^sentöes par 

27. X SS mu -{- nmi. 

De la mdme maniere on trouvera, que toutes les racines de T^uation 

f(x) = iH 
peuTent dtre represent^es par 

28. X z= (m +1)» + Ä«/, 

et Celles de T^ation 

F(x) = O, 

par 

29. X == ma + ('* + i)o'*^ 



7. 

Les formules (26.) fönt voir, qn'on «aticfait anx trois ^fpiationtf 

(f>(x) B 5, fix) «: S, F(*) s i, 
OD donnant & x une des raleurs de la forme 

30. ar x= (m + i)« + (/i + J)©/. 
Or on peut dömonlrer quo lei ^quations en question n'ont pai d'au- 
tres racines. 

En eSet, ajant 

'\'-t) »V'-T-TV A— TV 

les ^quations en question entraineront Celles -ci: 

mais en Tortu de ce qn'on vient de roir dans lo numiro pr^cMont^ loa 
^nations donnent respectiyement : 

jr — y = mw + (/2 + J)o/^ 
c*ost-a-dire: on aura pour los trois ^quations: 

X = (TO+J)ü+(/2 + l)»l, 

c. q* fi d. 

8. 

Ajant trouTÖ comme ci dessus tontes los racines dea ^ationa 

^(:r) = 0} fix) = Oj F(x) s= Oj 
(p(^) = Jj f(x) = §j F(4r) = §j 
je rais maintenant cbercher les racines des ^quations plus g^nörales. 

(p(ar) = (pa, /(:r) = /a, F(^) = Fa, 
Oll a est une quantitö quelconque reelle ou imaginaire. 
Consid^rons d'abord T^quatlon 

(f>(x) — <pö = O. 
En fahant dans la seconde des formules (12*) 

on troavera 

_ .,(^)./(£±f).F(4i) _ ^ 

.+.....,.(4i).,.(^) 
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Cette ^uatioD ne peat subsister que dans Tun des cinq cas raiTans: 

(Mft ^^^ M% 
— 5—] =1 0, d'oü ar = a^^mm-^anmi, 

2. «i /(^^^) = 0; d'oü X = —a + (2TO + !)•# + a/i»i, 

4. &i ?>(^^^) = h ^'oü X = ö + (2;n + 1)« + (2/1 + i)«/, 

5. si(p(^!^) = §, d'oü X = — a-(-(am + i)ci + (a/i + i)«/. 

La r^lution do ces cinq öquitioni est contenue dans les formules (27.)| 

(280, (29.). 

Des Talenrs trouT^es de x il faut re jeter etiles, que donne b 

formule 

X ms — a 4- (i^ + *)•• + (*Ä + l)*'f 
car une teile Taleur de x donne en rertu de (22.); 

©X = — <Pa^ 
tandis q^'on doit avoir ^x s= ^o^ mais les autres raleurs de Xy expri-* 
m^es par les quatro premi^res formules , peuTent 6tre admises« EUes 
sont, cosutte on Toit^ contenues dans la seule formule: 

31. X SÄ ( — !)"•+*. Ä ^ mm -j- nmi. 
Teile est donc Texpression gön^rale de toutes les racines de l'equation 

(Px = (fia. 
De la mdme maniere on trouvera, que toutes le racines de T^quation 

/x=/a 
sont reprdsent^ par la formule 

32« X s= :!: A + 2mfti -f- nmi^ 

et toutes Celles de l'equation 

Fx = Fe, 
par la formule 

33. X = + c + m« + 2/I9I. 

Formules. qui donnent les valeurs de ^{na)y f(na)f F(na) 
exprimöes en f^nctions rationelles de (Pa, fa. Fa. 

9. 
Reprenons les formules (12.). En faisant dans la T, 3' et 5* 

a = /2 3 f il yiendra : 
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'(P(;i+ l)ß = - (P(«-i)^ + isSiLB^Mi, 

Ces förmules donnent la yalenr de (P (/z -|- l) /3 en (p (n — > l) |3 et 
^(«/3)i Celle de/(/i+ l)|S en/(Ä— 1)|3 etf(nß), et oelle de Ffa-l-l)^ 
en F(/t — i)ß et F(nß). Donc en faüant successi vement a = l,- 2, 3 
on trouvera successivement les valeurs des fonctions: 

(P(2|3)i (p(3ß)i (P(4ß) (?>(/2ß), 

f(aß)i fßii), /(4ß) /(/i^), 

F(2ß)i F(3ß): F(4ß) .^ F(nß) 

exprimees en fonctions rationelles des trois quantitös 

<Pß; fßi Fß. 

En faisant p. ex. /i = i^ on aura: 

35. ;/(»ß) = _ , + j-p^2A^, 

,*•(»» = -> + np^- 

Les fonctions ((>(nß), f(nß), F(nß) ^tant des fonctions rationelles 

P 
de ^ß, /ß, Fß, on peut toujours les r^duire ä la forme -^j. oü P ei j^ 

sont des fonctions entieres de (Pß, /ß, -Fß. De m^me il est clair, que 
le d^nominateur Q aura la mdme valeui pour les trois fonctions > que 
Ton considere. Seit dono 

35'. (f>(nß) = ^% f(nß) = ^% Finß) =r ^", 
on aura^alement 

(P(«+i)ß = j±i, /(«^-i)(3 = ^, F(«+i)0=^;. 

Vn+i V"+i ^'*+* 

(P(/,_i)ß = ^% /(«-i)ß = ^, F(/z-i)ß= ^;. 

En substituant ces valeurs, la preniiere des formuies (34.) deviendra^ 

Pn 



2fß.Fß 



l-t-t 



+ 



1 > 






Bn galant Im nnm&titenn «t les dinomüiateurs d* ces deux frao- 
tioM) on aura 

36. p,^ = — p».»(o:+«'«'W.i^+a/ß.F0,p..<?..a«, 

37. ()^.= P^-tCÄ+^-c-W-P:). 
La seooode et la troisiime des ^qnatioiu (34.) donneront de la mdme maaiere: 

38. F.+. SS — PL..(«+c'«*W-PÜ + a/ß Pl-a-O—» 

En faisant dans ces qnatre formules a s=s i, s, 3 , et remarquan^ 

qa'on aura: 

a«li (?.— !} P, = Oi P.=^j5; 

«B trouTera successiTement les fonctions entiires Q» P», Pl^» ICy pour 
tontes les yaleurs de n. 
Soient pour abr^ger: 

40. (Pß = *, /ß = y, Fß « « et 

41. jj: = iK + «•«•«•«, 

les formales pr^cMentes donneront: 

43 ^Pf. = — P.-..ÄS. + 2/«.P..i?,.i?^, 

P^ Ä — P^,.Ä, + ay.P..i?..i?^t, 
Pü+a = — P^,.Ä. + 9.t.K.Q..Q^. 

En posant n := i, a, on aura: 

/Ä. « iK + «"c^ä^p: = j + *•<?•'% 

43. <P. = — P.A. + 2y«P,.i?..i?. = 2xyx, 

fP. = - P.A. + ^rK'Qx'Q. «= - 1 - '•«^'•«^* + 2>-*, 

p;- = - p^Ä. + i7.F[,Q^.Q. = - 1 - «'e-x* + 2*-. 

'Ä, =r jK + e*c*^.I\ = (1 +«»«•*•)' ^ ^e*x\kx*y*z\ 

Ip, = - P.Ä, + iyzP,Q,Q, = - xÄ. + 2y-z'x.i?. 

44. { =x{2.vV.J?, -Ä,}, 
|P; = - P;.Ä, + 2y.P..i?,i?. = - y.A, + 2>'P,i?. 

En 
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En continuant 9% cetto sorte, et en remarquant que y* = i -« c*^*, 
£* := 1 -|- e*x% on rarra ais^ment, que les quantitös: 

sont des fonctions . entiires des troia quantit^s oc^^ y^y z* et par consdquent 
auasi de Tune de ces quantit^ quelconque pour une valeur enti^re quel- 
oonque Ae n. 

CeU fait Toir que les ezpressions de <P(^ß)y f(^ß)f ^C^ß) seront 
de la forme suivante: 

j(p(2/iß) = (pß.fß.Fß.T, (p(27i + i)ß = (pß.r, 

45- lf(2nß) = T;, f(2n + l)ß = fß.r\ 

{F(2nß) == T;, F(2/f + l)ß = Fß. r'\ 

oik T etc. reprösentent des fonctions rationelles des quantitös (!Pß)\ C/lß)% 
(Fß)-. 

§. IIL 
Resolution des ^quations 

(P(/,ß) = g, f(nß) = ^^, F(;i/3) =: g. 

10. 
Suivant ce qu'on a tu» les fonctions P(nß), /(nß), F(nß) s'ezpriment 
rationellement en x, y, %. Le cas contraire n'a pas lieu, car les ^qua-» 
tions (35.) sont ea g^n^ral d'un degrö tres ölev^. Elles ont par cette 
raison un certain nombre de racines. Nous allons voir, comment on 
peul aisement ezprimer toutes ces racines au mojen des fonctions (P, f^ F. 

A. Cohsid^rons d'abord l'öquation <Pinß)^^y ou Q^.(p{nß)^P^^ 

Vn 

et cberchons toutes les yaleurs de x. 

II faut distinguer deux cas, seien que n est pair ou impair: 
1) Si ^ est un nombre pain 

D'apr^s ce qU'on a vu däns le paragraphe pröc^dent C45.), on aura 

dans ce cas 

^(2/iß) =: t/y(x*).x.y.z, 

c^est-i-dire, en vertu des formules 

Donc r^quation en x deviendra, 

(p\<2.nß) = x«(-^(x^))».(l— c«x»)(l + e«x'). 

Crelte't Journtl. IL Bd. 2. Hft. 16 
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En d^Bignant le second nombre par 9(x% on aura 

^(2/1 ß) = tf(x«). 

^ß ^tant une des yaleurs de Xy on aura 

46. ^^-Ca/iß) = tf((p"ß), 

^quation^ qui a lieu^ quelle que seit la valeur de 0. Pour trouver lei 
autres raleurs de x^ seit ac = (P« une racine quelconque^ on doit aroir 

Or, en ttiettant dans (46.) a au lieu de ß, il viendra 

^(2/ia) = tf(^a), donc: 
47. ^(2/1 ß) = ^•(2/2 a)j 
^quation^ qui revient a ces deuz-ci: 

(P(2/2a) = ?>(2/2ß) et (P(2/ia) = — (P(2/2ß). 
La prämiere donne en vertu de (31.) 

2/2a = 2/ij9.( — i)*^^ + ^» + /»«''V 
oü 171 et ft BOnt deux nombres entiers quelconques^ positifs ou n^atifs^ 
jE^ro j compris. 

La seconde donne les mdmes valeurs de 2ma, mais de sipie con- 
tralre, comme il^est ais^ de voir, en T^crivaiit comme suit: 

(P(— 2/ia) = (P(2/iß). 
Toute raleur de 2 na, qui satisfait ä Töquation (47.), peut donc Mre re- 
pr&ent^e par 

2/106 3= ± (2/2ß.( — i)'^^4-m» + jtA»i). 
De U on tire la yaleur de o, en divisant par 2/2, Bavoir; 

« = ±((-i)»+''.ß+^-+£j«/). 

Ajant la valeur de Oy oa aura 

48. (pa;=±(p((_i)-^/'.|3 + |L« + iij»/)=*. 

Donc toutes les valeurs de x sont contenues dans cette ezpression, et 
on les trourera, en donnant auz nombres m et jka toutes les yaleurs en- 
ti^res depuis — oo jusqu'ä -}* ^* Or pour avoir toutes Celles qui sont 
diff^rentes entre elles, il suffit de donner a m et /x des yaleurs entiires 
znoindres que 2/2. En effet, gueiA que soient ces nombres, on peut'tou- 
jours las supposer r^duits a la forme: 

772 = 2/2.i: + ^'j /A = 2/2.*' -|- /x^, 
oü ky k' sont des nombres entiers, et m'y f//, des nombres entiers moindres 
que 2/7. En substituant ces yaleurs dans Texpression de Xj eile deviendra : 
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or en yertu de (22.) cette expresaion se röduit k 

49. * = ±(p{(-ir+/^ß+g«+i^»i}. 

Cette valeur de x est de la mdme forme que la pröc'^dente (48.)f m et 
lA seulement sont rexnplacös par m^ et jt//, qui, tous les deuz, sont posi- 
tifs et moindres que Q/i} donc on obden.dra toutes les raleurs diff6rente3 
de Xj en donnant seulexnent a m et /x toutes les valeurs entiires depuis 
s^ro jusqu'a 2n excl. Toutes ces yaleurs sont nöcessairement diffören- 
tes entre elles. En effet, supposons par ex. qu*on ait 

il s'en suivraity d*apris (31.) ^ 

ü: et ib^ ötant des entiers. 
Cette öquation donne: 
fi/=:t.2n±ii, m' 8 *.2/i±m, (— !)"*'•♦/«* — ^^ (_ 1)«+;.. 

Les deux premi^res ^quations ne peuvent pas subsister a znoins que 
t=zi, Jtssiy ii/=z2n — fXy m^s=:2n — m^ et alors la derniere deyiendra: 

d'oü Ton tire: 

r^ultat absurde« 

Donc toutes les raleurs de x^ contenues dans la formule (48.)^ sont 
diff^rentes entre elles^ si m et ft sont positifs et moindres que m. 

Le nombre total des valeurs de x est, comme il est aisö de volri 
^gal k 2(2/»)* s= 811% or Wquation (J)*(2/20) = fl(jr^ ne peut pas avoir Aes 

racines ^ales, car dans ce cas on auroit -^^-^ — ^ ss 0, ce qui donne- 

roit pour x une valeur indöpendante de ß. Donc le degrö de T^quation 
(P*(2/iß) = 0(x^) est ^gal au nombre des racines, c*est-^-dire a 8/^^ 
Si par ex. n=ziy on aura röquatior 

ou bien ^ ^^^^ ^Hx)^ ______ 

(l + eV'a:*)'.(P'(2ß) = 4x*(l — c«a^)(l + e*Ä^), 

16* 
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et d'apr^s la formule (48.) les racines de cette iSquation^ au nombre de 
huit, seront: 

X = ± (P/3, « = ± (p(-ß + ^). 

x = ±<p(-ß + f^), » = ±<p(ß + f + fO- 
2) Si /i est un nombre impair s=s 2/2 -]-> i« 

Dans ce cas -^^ est, comme nous Tayons tu, unt fonction ratio- 

nelle de x, et par consöquent Töquation en x sera: 

50. (p(2/i+i)ß = ^. 

Pr^cis^ment corame dans le cas pr^cädent, on trourerat que toutea 
les racines de cette öquation peuvent dtre reprösent^es par 

oü il faut donner k m et [l toutes les valeurs enti^res depuis *— n jus* 
qu'4 «4* ^ incL Donc le nombre des racines diffirentes est (2n -f* !/• 
Cest aussi le degrö de l'^uation en question. On peut aussi exprimer 
les racines par 

Si par ex. ix = 1 , on aura une öquatioa du degrä 3* sb 9« 
La formule (51.) donne pour x les 9 yaleurs suivantes: 

«»(-P-t)' 

«»(-ß-f')' 
<p(-ß+f')' 

*(»+T-f')> 
«'(''+1 + 1')* 



Ab elf recherchea 9ut le$ foncHtaa tBiptijue$0 121 

& Coiisid^rons maintenant T^quatios 

52. /(/iß) = ^ 

0t oherchons les valeurs de y, qui satisfont ä cette ^quation» La fono* 
, // 
tion ^ ^tant^ comme on a tu plus haut^ rationelle en y: Nquation en 

yV en faüant ^ = >//(y), sera 

Une des racines de cette öquation est y=:fß^ dono, quelle que soit la 
leur de ß: 

53. /(/iß) = ^P(/ß). 

Pour trouver les autres valeurs de y, seit a une nouTelle inconnue^ teile 

que y=/a, on aura 

f(nß) = ^(/•a)j 

OTf en vertu de (53.)> le second membre est ögal kf(n(i)y donc pour dö- 

terminer a, on aura T^quation: 

f(na)=f(nß). 

En vertu de (32,) cette ^quation donne pour expression gän^rflle de na: 

m et fi ^tant deuz nombres entiers positifs ou nögatifs^ s^ro y compris. 
De 1& on tire 

et par cons^quent: 

Cest la valeur generale de y. Maintenant pour avoir les valeurs Aiffi- 
rentes de y-f je dis, quH sui£t de prendre ß avec le signe 4~ ^^ d® don- 
ner ä m et fi toutes les valeurs entieres^ moindres que a. En effet^ comme 
on a. /(+ a) =/( — a), on aura d'abordt 

Donc on peut toujours dans Texpression de y prendre ß avec le signe -f-. 
Ainsi toutes les valeurs de y sont contenues dans Texpression 

54. y=:/{ß + ^« + ^«r/). 

Maintenant quels que soient les nombres m et yi^ on peut toujours 

supposer, 

m = k.n -f m', fif = k\n^ ^\ 
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oü ky i\ m\ fi* sont des nombres entiers^ lea deux demierf äUnt en 
mdme temps positifs et moindres que n. 

Eo Bubstituant. il viendra 

Or, en vertu de (22.) )e second membre de cette öguation est igal a 

55. /(|3 + ^'« + ^'./)=y, 

quantitö de la mdme forme , que le second membre de (54.)} seulement 
m' et ft^ sont poaitifii et moindres que n. Donc etc. 

En donnant k m et fi toutes les valeurs possibles, moindres que n, 
on trourera lin nombre n* de valeurs de y. Or, en gen^ral toutes ces 
quantit^ sont diffärentes entre elles. En effet, supposons par ex. 

43 + T-+T"')=/(3+^+^'-'). 

on aura en rertu de (32.), en d^ignant par k, t deux nombres entiers: 

Fuisque ß peut avoir une yaleur irrationelle queloonque^ il est clair que 
cette ^uation ne peut pas subsister ä moins qu'on ne pröföre dans le se- 
cond membre le signe supörieur. Alors il viendra 

— »+ -^o/ = »+-^w/ + 2*« + t'nmi. 

n * n n n * ■ ' 

ff 

d'oü Ton tire, en ^galant les parties reelles et I?s parties imaginaires: 

m = m' 4" ^^i f^ =^ 1^' + ^^9 
^quations absurdes^ en remarquant que les nombres m, m\ \i et iß/ sont 

tous positifs et införieurs ä n. Donc en gönöral T^quation 

f{nß) s ^{^) 
a un nombre /z* de racines di£förentes entre elles et non un plus grand 
nombre* Or gön^ralement toutes les racines de cette equation sont^iff^ 
rentes entres elles. £n effet^ si deux d'entre dies ätoient ägales^ on au- 
roit ä la fois: 

/(/2ß) s: ^^(y) et = V(y), 

et cela est impossible^ si Ton remarque que fes co^fficiens de ^ dans 4^(j) 
ne contiennent pas ß. Donc generalement l'equation (52.) est n^cessai- 
rement du degro n^. 
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C» L^^uation 

56. F(/iß)=g, 
^tant trait^ absolument de la mdme mani^re par rapport a z, que 1*4- 
quation /(^jS) s= ^ Ta ^t^ par rapport a y, donne pour expression gi- 
n^rale des raleurs de m: 

57. * = F(ß+^« + ^oi), 

ou m et fi sont entiers, positifs et moindres que n. Le nombre dea Ta« 
leurs de z est n\ et elles soot en g^n^ral toutes diff^rentes entre elles. 
Donc g^D^ralement r^quation (56.) est du degr^ n\ 

tl. 
Nous avons trouv^ ci-dessus toutes les racines des öquations 

racines, qui sont ezprimöes par les formules (48.), (51*X i^^)* (^7.). Tou« 
tes ces racines sont difii^rentes entre elles, ezoept^ les cas de valeurs par- 
ticulieres de ßi mais pour ces valeurs, les racines diff^rentes sont conte- 
nues dans les mdmes formules. — Dans ce dernier cas un certain nombre 
des valeurs des quantitös x, y, z seront ögales; mais il est dair, que 
toutes les valeurs Egales ou inögales seront nöanmoins les racines des ^qua- 
tions, dont il s*agit. Cela se fait voir en faisant converger ß vers une 
valeur particuli^re, qui donne pour x, ou y^ ou z des valeurs Egales. 

En faisant dans la formule (48.) ß =^, on aura T^quation 

58. (p*Ä==Ä dont les racines sont ^—±<p{(—^r'^^^+^»+^^i)i 

et oü m et jEA ont toutes les valeurs enti^res et positives moindres que 2^. 

E^ faisant de mdme dans la formule (50.) ß^ss . , on aura 

(p«=:-7r^^^, dont les racines sont 

m et jx ayant pour valeurs tous les nombres entiers depuis — n jusqu'a -f-n. 

Enfin en faisant dans (53.), (56.) ß = — , on aura l'^quation 

p' 
fa ^=: j^f dont les racines sont 



60. y=/(^ + ip.+ i.i). 
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•t r^uatioa 
Fm SS 77^, dont les rtcinet sont 

61. «aaW- + ^t» + ^«iY 

oü m et ft sollt renfermds entre les Hmites et ;i — * l ind. Si a est 
impair = 8 a -{- 1> on peut aussi supposer 

* = (— MT+j;Rn"+24i"')- 

m et fA ayant toutes les valeurs enti^res de — n k ^^fl 

Dans toutes ces öquations la quantitd a peut ayoir une valeur 

quelconque« 

Comme cas particuliers on doit remarquer les suirans: 

1) En faisant dans (58.) et (59.) « == 0, on aura les ^ations 

JP^ =:0| dout les racines sont ^=^dt<P\^oi)'\^—9ij 
^t% 1 QeB limites de m et ft ätant et 2/2 — 1), 

|Pg,^^s=o, dont les racines sont -"^^^^Vo^Ii^ + ö^^"^') 

(les limites de m et (i ötant — n et -f- n). 

2) En faisant dans (60.) as=y et dans (61.) äss-j/, et remar- 

quant, ^e/(y) = 0, Fy^ijssO, on obtiendra les deuz dquations: 

63. JP: = 0, dont les racines sont y=/((2m + |)^ + ^«/)) ^^^ ^^ 

64. jP: = 0, dont les racines sont «=F(^w + (2fi+i)^)( ^If^i^. ^ 

3) En faisant dans (58.) ä = -5- + -5-/, et en remarquant, que 

(p(^ + Y/J = ^, on aura l'^quation 

Ql = O, 
dont les racines seront: 

Les Taleurs de x, doivent ^tre egales par paires, et Ion Terra tise- 
menty que les yaleurs inegales peuvent etre represent^es par 

65. x = (p((m + l)^ + 0* + 4)|^. 

•n 
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en donnant & metft toutes Im raleurs entl&res depuis 4 2/i — L Donc 
CO 80Qt les racines de l'^quation 

Qp^ SS Oy par rapport a x. 

Ea faiaant de mdme dans (59L) a = y4"7'*> on aura r^ation 
dont lief raeines seront: 

66. jy = (_,). . /((„ + 4)5^+-(^ + «jJ!J^), 

m tt fCi ayant ponr Taleura tons les nombres entiers de — * /i 4 4" ^« 

Panni les raleurs de 9S, ^, r^ il faut remarquer celle^ qui r^pond 

Ces yldeurs infinies fönt voir que röquation ^an-t-i = est d'un degrö 
moindre d*uiie unitö que jcelui des ^qaations, dont eile sort En ^artant 
oes Taleurs^ les restantes, ea nombre de (2n -}- 1)*--^ h seront les raeines 
de r^^uation Qg^^t =s o. 

^. IV. 
Resolution algöbrique des equations 

12. 
Nous avons tu dans le §. pröcödent^ oomment on peut ezprimer 
ais^ment les raeines des Equations en question au mojen des fonctions 
([>, f, F. Nous allons maintenant en deduire la rösolution de ces mdmes 

^uationSy ou la determination des fonctions ^P\~\ f\~)f ^ /* ^^ ^^°^' 
tioDS ie (pot, fct, F». 

Grelle*» Journal. IL BcL 2. Hft. 17 
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Comme on a 

on peut supposer que n est un nombre prämier. D'abord nous oonsid^- 
rerons le cas^ oü n^sz2y et ensuite celui^ oü n est un nombre impair. 

A. Expression« des fonctions ^(-f-)! /(y)> '^(t)' 

13. 

Les valeurs de ^^(y)» fyrjf ^\t) P^^^^^^* ^*r® trouvies tres fa- 
cilement de la maniere suivante« En supposant dans les formules (35.) 
:= y ®t faisant 

x = »(f).y=/(i),. = y(f). 

il Tiendra: 

Ott bien, en substituant les valeurs de y* et z* en x^; 

-' W = i^e'c*w* » ^W = l+,«c««* • 

Ces equatlons donnent 

,f _ 2(1 — 2c»x') - _ 2c' »*(1 + >*««) 

- , 2t*x»(l— c»ar») -, , , 2(1+*»««) 

d'oü 

l+/a — ^•==» F«-fl ^^'^^ 
et de lä , en remarquant, que y*=si — c'a^, «"ssii + e'x?: 

"~ l+/a ' y ~ 1+F« • 

De ces equations on tire, en extrayant la racine canNto» et rem- 
pla§ant x, y, z par leurs valeurs <p(-|), ^(y)» ^(y)- 

Teiles sont les formes les plus 2>imples qu*on peut donner aux valeurs 
des fonctions ^(v)^ A"J/' ^(t)' ^® ^®^*^ maniire on peut exprimer 
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alg^briquement ^(-j)> /(y)> ^(y) ®" f^^ ^^' ^^ ^* m^uie mani^re 
^(t)' -^(t)» ^(t) «'«^Primeront en /(y), ^(y)> «* »i^i de suite. 

Donc •n g^nöral les fonctions 9(^)f A^)' "^(if) P®^^®*^* ^^'^ expri- 

mies au mojen d*eztraction$ de raoines carröes en fonctions des trois 
quantit^s (p », fcc, Fx. 

Potir appliquer les formules trouvies ci-desius pourla bissection 
ä nn exemple, supposons « = -^. 

Alors on aura/^-^j^O, F^y) = ^ '^ ^ \ donc en substituant: 



4 



/(; 



ou bien 

-.f«\ i y(V^(>» -f o») - c) 

B. Expression« des fonctions ^^(j—pi)» /(i^ii)* ^(2;jqpT)' «° 
fonctions alg^briques des quantites <p», fet, Fei,. 

14. 

Pour trouver les raleurs de (p{^~^> ji^^^l^^^ ^{^^il «•* 
(P«, fa,f F«, il faut resoudre les ^quations 

qui toutes sont du degre (^/i+jl)*. Nous allons voir, qu'il est toujours 
possible^ d'effectuer algebriquement cette r^solution. 

17 • 
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Soient 

68. ftß=|.*(ß + ^J 



•t 



oü est une racine imaginaire qu«Icon(iue de röquation tf**^ — i ss o» 
Cela fos6, je dis que les deux quantit^s 

^^ß.^/.,ß et (N/^ß)*-+* + (>//, ßr+% 

pourront ötre ezprim^es rationellement en (p(2/z-f' ^)ß« 
D'abord en ^orirant <f>^ß comme suit: 

on Toity que ^^ß P^^t s'exprimer rationellement en (pß. Seit doAc 9iß 

ou bien^ en faisant ^ß = x: 

et en substituant four fßeiFß leurs valeurs /"(l — c*x*) et /'(l + €^a^: 

or, ^ d^signant une fonction rationelle^ le second membre de cette öqua- 
tion peut se mettre sous la forme 

R^ ± Ä;.>r[(i— c^x^)(i+€*x% 

oü Rf, el R'j^ 8ont des fonctions rationelles de x. 
Donc on a 

(P.(ß± ^) = Ä^±Ä;.ir[(i-c*x«)(i+«*^. 

En substituant dans les expressions de 4'ß et ^'ißf ^ Tiendra: 



X 
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Maintenant £^ et 1{^ öUnt des fonctlons rationelles de x^ les qnan- 

■Ml "Hl 

titds S^(— ^-Ä/i et 2:^(— ^.ÄJ. le lont ^galement. En öleyant donc 

^'ß. et ^»ß ^ Ja (^^'H- 1)**^ puissance: les deux quantit^s (^l^ßf^ •* 
{"Pkßf^^ pourront se mettre sous !a forme: 

f et t^ etant des fonctions rationelles de x. En prenant la somme des 
raleurs de (^ß)*^* et (^//xß^+^ on aura 

Donc la quantitö (^/^ß)•**■'^-(^^,ß)*^* peut ölre özprimöe rationelle- 
ment en x* 11 en est de mdme du produit ^ß^^iß^ comme on voit 
par les öquations (70.). 

Donc on peut faire 

X(x) et \(x) d^signant des fonctions rationelles de x. Maintenant ces 
fonctions ont la propn^t^, de ne pas changer de valeur, lorsqu'on met a 
la place de x une autre racine quelconque de T^quation 

Consid^rons d'abord la fonction X(x). En remettant la valeur d« 
xss<pßf on aura 

^^ß.^^.ß=s^(<pß), 

d'oüi Ton tire, en mettant ß + ö^^nri + 2n5^ ** ^*®" ^® ^* 

H^ (P + 2H^ +2jrHp)) =nf^ + 2;r+i +ärpJ-M^ 

Cela pos^y en remarquant, que: 

72. S^f'(m + *)=S„^^(/»)+S„.(^^(OT + n)— ^^(m~;i--l)), 

on aura^ en faisant dans Texpression de ß, ß = ß + ^ t i * 
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or: 
donc: 



■3. ft(ß + ^J=ft0. 



En metUnt dans FexpreMion d© ^j5, ß + MtJ + ^£l *" ***" 
de ß, on tronyera 

or en vertu de (73.) on a: 

<P.Vß + -2^f-+2;^ « <P»Vf*+ 2«+i r 

donc 

En Tertu de (72.) on a 

donc, «n remarcruant que f '*+/'-*' -- ^^-n-i-»' ^^ 

>.(3+'-^,— ')=».(ß+-'f:^l°'-«»')='p.(ß+=-^^). 

il vicndra 

De la m^me mani^re on trouvera aussi 

Ces d€ux equations donneront 
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En vertu de oes ^ipations on obtiendra^ en mettant dans les yaiears de 
Ä((J>(J) et \»ffi, ß + ^'it+l" •» "•" "■• ^^■ 

^> ^(ß + — 2XF/ •^P*^™* ^°® racine quelconque de röquation 

Donc comme nous avons di^ les fonctions X(x) et K(?^) auront lea 
mdmes yaleurs, quelle que aoit la racine^ qu'on met ä la place de x. 
Soient dono x^y x^f Xa-fa^^ ces racines, on aura 

Or le second membre de oes öquations est une fbnotion rationelle et sy- 

mötrique des racines de r^quatlon ^(2/24*1)0=^^^9 donc h(x)et\(x) 

pourront s'exprimer rationellement en <p (2 /i -|- 1) ß* £n faiisant 

K{x) = B, K,(x) = 2urf, 
les ^quations (71.) donneront 

4'oü Ton tire 

75. i/zß = /^[^ + •^(^^B-'+O] = S^ ^ • «>. (3 + 1^). 

15. 
Ayant trouvä la valeur de ypß, on en d^duira facilement Celles 

de ^,ß. 

En effet, en prenant pour 9 successiyement toutes les racines ima- 

ginaires de Töquation 0"^^— -i = o, et d^ignant les yaleurs correspen- 

dantes de ^ et £ par A^^ B^^ A^^ B^ etc^ on obtiendra: 
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De mdme on connolt ta jomme des rftcines: 

qai est ögale 4 (2ii-f-l)9(2/i+l)|3» comme nous I9 yerrons dans ta 
suite« En ajoutant ces öquations membre k membre« apris avoir mul- 
tipliö la premiöre par ^^ la seconde par 9^^ la troisieme par ^ , . . . 
et la («ny*^ par Ä^^ ü viendra.' 

er la aomme 

se r^uit k zöro pour toutes les valeurs de k^ exceptö poiir t ss fu Dans 
oe cas eile deyient ögale k 2ii 4* 1« Donc le premier membre de Töqua- 
tion pr^Mente devient 

(aii+i).(p,(ß + H^, 

doncy en substituant et dirisant par (2 /2 -|- 1), on a : 



t>(2n+l)ß 



%••• 



Pour it=:0> on a: 

16. 

Ay^int ainsi trouvö la valeur de (PtOf il s'agit, d'en tirer oelle de 
(pß. Or cela peut se faire ais^ment oomme suitt 
Seit 

on a 

De 
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De la snitp qu'on peut faire 

xi,,ß = r+fß.Fß.ss yf^.ß ^ r^fß.Fß.s, 
oh r et s 80 nt des fonctions rationelles de ^/3. 

De lä on tire 

%((Pßj et Xi(Pß) ötant deuz fonctions rationelles de <f)ß. 

Cela posö je dis^ que x(Pß) et %i(^ß) pourront s'exprimer ratio- 
aellement en (ß^ß» 

On a vu^ quo 

En faisant (pß^ssx, on aura une öquation en x du degrö (2/z4-l)« Une 
racine de cette öquation est x = ^j3} er» en mettant ß + a . . au Heu 

ß + v^rj) sera une 
racine, quel que seit le nombre entier h. Oty en donnant a t toutes les 
Taleurs enti^res de — » jusqu'ä +/?, ^\^'^ 2n4^iJ P^^^**^ a/i + ^ ▼«- 

leurs diff^rentes^ donc ces 2/2*|-l quantit^s seront pr^cis^ment les 2^ + 1 
racines de Töquation en x. 

Cela posäy en mettant ß + 2n4-i ^^ '^^^ ^^ ^ ^^^^ l'expressien de 
yf/^ßf n viendra en vertu de (72.): 

donc en ayant altenüon, que tf"+»-* = tf^-»-» et <p (ß -f ^ ^ ^^ ? 7 ^^ a>) 
= <p(ß + ^^J^), il en rösultera 

Crclle*« Journil. IL Bd. 2. 11 ft. 18 
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De möine on aura 

On voit en rertu de ces relations^ que les öquations^ qui donnent les Ta- 
leurs des fonctions x(<Pß) et Xi(^3)y conduisent k ces deux ^galit^s: 

De la on tire 

Or, ces raleurs de x(!Pß) ot XidPß) sont des fonctions rationelles et 
sym^triques de tontes les racines de T^uation (80.)- Donc elles peuTent 
dtre exprimdes rationellement par les coefficiens de la m£me öquation, 
e'est-a-dire rationellement en (ptß. 

Soit 

%(ipß) = ac, x^m) = Of 

les equations (79«) donneront 

^|,,ß =T[^+ /-(O-Z)^)!, 

d'ou^ en renaettant la Talenr de a^«|3: 

De lä on tlre> en mettant 0^ au lieu de 0, et designant les valeurs cor* 
respondantes de C et i? par C^ tt D^: 

£b y joignant Tequation 

on en tirera facilement: 

En supposant kssO, il viendra: 
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Cette öquation donne (Pß en fonction algöbrique de ((f^ß^ or pr^c^- 
demment nous avons trouv^ (p^ß an fonction alg^brique de (t>(2n'^i)ß. 

Donc en mettant ^ ^^ äu lieu de jS, on aura (p L iA en fonction 
alg^brique de ^eu 

Par une analyse toute semblable on trouvera / L ^.j en fa et 

17. 

Les TaleurSy que nous venons de trouver des quantitei (Ptß et (^ß, 
la premiire en ((>(2n'^i)ß et la deconde en (Piß^ contiennent chacune 
la sornrne de 2n radicauz di£förent8S du (2/i-«(-l} degr^. II en rösultera 
pour (Pß, <Piß«*'« un nombre (2/i-f*l)^ de Taleur4« tandisque chacune 
de ees quantitös est la racine d'une ^qualion du (2^4- 1}^^ degrö. Or on 
peut donner aux ezpressions de (ffß tri (p^ß une teile forme, que le nom- 
bre des yaleurs de cea quancitös sou pröci&öment ^gal ä 2^1-^1. 

Pour cela seit 
on peut faire 

9i 2S 9 f 9ß SSS: Sr^ 7j SSL 9 • • 9 vgn SS 7 

Soient de mdme 

I*:(3)=-V'.ft(ß-|3). 

on aura en yertu de (74.) 
Soit maintenant 
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P(lPß) et QiPß) seront des fonctions rationelles de (Pßj or» en mettanl 
ß J^ 2mm+^^wi ^^ j.^^ j^ ß^ .j ^^^ ^1^.^ ^^ vertu des formales, que P 

et Q ne changent pas de valeurs} donc on aura 

or^ le second membre ^tant une fonction sym^trique et rationelle des 
racines de Töquation (p (2/1 + 1)3 = cT^^ ^(Pß) pourra s'ezprimer ra* 

tionellement en ^(27i+l)j3. II en est de m^me de Q(Pß). Conno'ssant 
ces deuz qnantites« les ^uations (86.) donneront 

er 

^;ß = ^, + ,r(^-sr+'), 

dono 

Donc on aura 

oü Fj^ et JEf;^ sont des fonctions rationelles de (P(2/i + l)j3. En rempla- 
gant Jl^ et B^ et substituant les yaleurs de "4^ iß) et (:^ß)\ il viendra: 

donc la raleur de (Ptß deviendra: 



+1 

t 



Par un procdd^ tout semblable on trouvera 

Vi 

oii JTgj £«,, jr„ h^....K^f L^ sont des fonctions rationelles de ^,|3, 
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Ces expressions de (p,ß et <pß n'ont qiie 2/i-f-l valeurs difl(^rente8> 
qu'on obtie^ dra en attribuant auz radicaux leurs ^n-^l valeurs. <«• II 
suit de notre analyse^ q[u'oQ peut prenure /"(-^ — B*^*) et /"(O — />•"+*) 
avec tel signe qu'on voudra« 

18. 

La valeur, que nou8 avons trouv^e pour (f)(ß) ou (p L ^ J con- 

tient^ encore outre la fonction (()», les suivantes: 

^yTi).?k^i./(2^-T). 

ff mxai \ ^f mm \ j^ ( m& i \ 

pour des yaleurs quelconques de m depuls 1 jusqua 2/2. Maintenant 
quelle que seit la valeur de m^ on peut toujours exprimer algöbrique- 

-»"" ^(^)' /G^J' /G-^) ™ ^(ö:^)' " P^)' 

•^^^TTi)' ^( o^Xf) ^--^ ^(j^Fl)* '^^^^ ^*' ^^^^ connu dans Texpression 
de Pv}~rj)> except^ les deux quantit^ indöpendantes de aj (p L TA 

^ L ^A *^ Ces quantit^s däpendent seu lernen t de c et e, et elles peu- 

yent £tre trouvöes par la r^solution d'une ^quatiou du degrä (2/2-}- 1/ — I^ 

savoir de T^quation -^^ =5 0.— Nous allous voir dans le paragraphe 

suivanty comment on peut en ramener la resolution k celle d'^quations 
moins ä^vees. 

§. V. 
C Sur r^quation P.^^» = 0. 

19. 
L*expression, que nous venons de trouver pour ^ L . .) contiendra, 

comme nous avons vu, les deux quantitös constantes ^Gr^nrf ) ^^ ^ Gr^irT) 
On trourera ces quantitös en r^olvant Tequation 

dont les racines seront repr^sent^es par 

^ — ^\ 2/. + 1 /• 
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oh m et II pourront dtre tous les nombres entiers depuis — n josqa'« 

4- n. Une de ces rtcines, qm ripond 4 msso, f^=^0, est ^gale a win. 

DoDC P«»^i est divisiUe par x. En öcartant ce facteur, on aara une 

^quation 

JR s= 0^ du decri (2n + 1)*— 1. 

En faisant «•=r, rdquation (90.) JlssO» en r, sera du degr^ "^^J^ 

s=s 2 • /i (/i -f- •^)f ®t Im racines de celte ^uation seront 

^ et m ayant toutes les raleurs positives^ au dessous de n, en faisant 
abstraction de la racine s^ro. 

Nous allons Toir maintenant^ comment on peut ramener la r^soln* 
tion de T^quation R:s=0 k Celle de deux öquationSy Fune du degrö n et 
Tautre du degrö 2/3 -|- 2. 

lyabordy je dis, qu'on peut röpr^enter toutes les Taleurs de r par 

en donnant a fi toutes les valeurs entieres depuis s^ro jusqu'a 2n^ et « 
m toutes Celles depuis 1 jusqu'a n. 

En effet ^(j^Ct) ^pi^^i^^^ d*abord un nombre n de Taleon de 

r; or les autres peurent 6tre represent^es par (ffyjn . ^^^^ ) • Seit, pour 

le deDAontrer, i7i|üi = (2/3-|-l)Jr-|-m'9 oü m' est on nombre entier com- 
pris entre les limites — /i et -{- /i. En sobstituant, on aora 

^C'''* 2«^T'y ^*^ ^^^^ ^^^ valeur de rs maintenant a chaqvfe raleur 
de m, repond une raleur diffi^reute de m\ Car si Ton avoit 

m,tt = (2/1 + 1)*, + m', 
il s'en suirrait 

(^m—m)(i = (2/! + !).(*— O, 

ce qui est impossible, en remarquant que 2/i-f-l est un nombre premier. 

Donc C'(/7?> 'o^y,T£ - ) combinö arec ^'(rr^^Zi) ^^P^^*®*^*® toutes les ya-? 
leurs de r. 
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Cela pose, soit 

Les quantitds p^f p^y . . . •Pn-^xy seront des fonctions rationelles et sym^ 

triquea de Py^^ryy ^ Gn+l) ^(j^il)' ^** ^^* fonctions peuvent 

dtre trouT^s au mojen d'une öquation de degrö 2/i-f-2. 

Spit p une fonction rationelle et sym^trique quelconque de 

^ia^d' ^fer^)''''^(2^^)' oü «' dösigne la quantitö /ww + fAwi. 

Par les formales que nous avons donn^es plus haut pour exprimer 

(P(;2ß) en CPß» il est clair^ qu'on peut exprimer ^fm^ ^v j en fonction 

rationelle de ^^(j^ijrj)- ßonc on peut faire 

f d^i£nant une fonction symötrique et rationelle. En mettant fvf au lieu 
de »^ il viendra 

or« en faisant: 

oü l^a est entier et compris entre — -n et -f: ^^ '^ serie 

aura au signe pres les mdmes termes que celle-ci: 

ly 2y 3 n; 

donc il est clair^ que le second mem}>re de Föquation (95«) aura la mdme 
Taleur que /i. Donc r 

^quatioUy qui en faisant aj^ss» et «^s= m^^-!-»/, donnera ces deux-ci; 

„ j+[p(dTi)]='^K-Ji:i)]' 

ou bien, en faisant. pour abröger. 
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il Tiendra: 

99. ^^.^^ = r^r.j >^r„,« =s ^|^r,^^. 

Cela pose» soit 

Je iiSf qu*on peut exprimer les coefficiens y^, ^^ etc. rationellement 
en ^ et c. 

D'abord en vertu des formules connues on peut exprimer rationel- 
lemeut ces coef£ciens en t^y t^-*-^t^y si Ton fait, pour abr^ger^ 

«D s'agit donc de trouver les quantites t^^ /^ • • • .^ or cela se pourra 
aisement au moyen des relations (99.)« En effet, en y faisant successi« 
Tement 7=1, 2 • • • /?> apres avoir äev^ les deux membres k lä 1^ puis- 
sance, on en tirera sur le champ: 

102. 

((•^ r..„)* = -i-Kv/zr..«)» + (^P^^„)» + .... + (^^^„J»]. 

Donc en mettant pour m tous les nombres entiers 0, 1, Sa, «t 

ensuite substituant dans Texpression de /{, il yiendra: 

+ (>/'0» + (,^r^„)» + + (^r,.^* 

103. ^ + ^^rJ^-\- (^^0*+ + (^V/ 

+ 

+ (^/'O* + (4'r^.)*+ + (>^r„^0*. 

Cette yaleur de ti^ est, comme on voit, une fonction rationelle et 

•jmetrique des 2/i + 2 quantites r,, r., .... r,.j r^, Tg^o» •••• ^w^ •••• 

''i.inj '•ft.i» •••• ^n,tn> Q^i sont les 2/1 +Ä racines de T^quation Ä=0. 

Donc 9 comme on sait, t^ pourra s'exprimer rationellement par les coef- 

ficiens de cette equation, et par suite en fonction rationelle de e et t. 

Ayant ainsi trouve les quantites t^j on en tire les yaleurs de ^^^ 7.^ ... 

• .. 9%n^\\ qui seront ^galement des fonctions rationelles de e et r. 

20. 
Cela pos^y en supposant 

104. = ^„ + 9r^.y, + y..;^ + + f .m-i • T»*^* + Z»*""**^ 

on aura une equation du (2/i-f-2)^* degrä, dont les racines seront 

La 
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La fonction ^jjr^f c^est-ä-dire^ une fonction quelconque rationelle et sj- 

m^trique des racines r^y r^, r^, r„ pourra donc Ätre trouy^ au 

moyen d*UDe ^quation du degr^ 2/i -j" &• 

Donc on aura de cette maniere las coefficiens /'o» Af • • • * * Pn^xf 
en r^Ivant un nombre n d'^uations^ chacune du (2/z + 2)^' degrä, 

Ayant d^termin^ Pof Pif • • • • »f ^^ aura^ en rösolvant requation 

105. o^p^ + p,r + + y,^^.r^i + r^, 

la Taleur des quantit^s 

'•if Tg, ....^ r„j r,^, r,^, •...• r^^j r,,», r^^f ...». r«,» etc. etc., 

dont la premi^re est ^gale 4 (f^ G""nri) * ^^^^ 1^ determination de cette 

quantitö, ou bien la rösolution de röquation jR ssso, qui est du degre 
(2n'j^2).n, est r^uite 4 celle d*^ations du degrö (2/2 + 2} et /i» 

Mais on peut encore simplifier le proc^d^ pr^cödent» En effet, 
comme nous le yerrons, pour avoir les quantit^s Poy Pif • • • ^ •p ^ ^^^^ 
de connoltre Tune quelconque d*entre elles, et alors on peut ezprimer les 
autres rationellement par celle-lA. 

Soient g^n^ralement p, f^ deux fonctions rationelles et symötri- 
ques des quantitös r^j r^^ » «# • « r^y on peut faire, comme nous Tavons tu* 

P = ^r.j y = 9r,^ 
ypr^ et Or^ d^signant deux fonctions rationelles de r^, qui ont cette pro- 
priötd: de rester les m6mes, si Von change r^ en une autre quelconque 
des quantit^s r^, r^, • • • , « r„. 

Supposons maintenant: 

je dis que ^j^ pourra dtre ^xprimö rationellement en e et c. 
£n effet, on a 

En faisant m = o, 1, 3, • • • • • 2/i, et substituant dans Texpression 
de Si , on verra, que s^ sera une fonction rationelle et symetrique des ra* 
eines To, r^t . • . • . r^,o «tc., etc, de l'^quation jR = 0} donc s^ pourra 
a'exprimer laiionellement en e et c, 

Connoissant Sif on obtiendra, en faisant k^sz o, I, 2, • • • • • 2/2, 
2/2-|-l Äjuations, desquelles on tirera ais^ment la valeur de tfr, enfonc- 

CfelU*ft Journal« H. Bd. 2,nft. 19 
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tion rationelle de >^^r. Donc^ une fonction de la forme p itant donn^, 
on peut exprimer une.autre fonction quelconque de la m^me forme en 
fonction rationelle de p. Donc, comme nous FaTons dit, on peut expri- 

mer les coefficiens Poy Pxy Pn-x rationellement par Tun quelconque 

d'entre eux. Donc enfin^ pour en avoir les valeurs, il suffit de rdsoudre 
une seule ^quation du degr^ 2/i-f- ^^ 6t par consöquent^ pour avoir les ra- 
eines de Tequation J? = Oy il suffit de r^soudre une ^quation du degre 
2/? + 2, et 2/1 + 2 öquations du degrö n. 

21. 
Maintenant^ parmi les ^quations^ dont dopend la d^termination des 

quantitös <p L ^|) ? ^(o~iri)> ^^^^®* ^" degrö n peuvent Ätre resolues 

algöbriquement. Le proc^dö, par lequel nous allons effectuer cette r^so- 

lution est entiirement semblable k celui, qui est d& a M« Gaufs pour 

la rösolution de Töquation 

tf^*~l = 0. 

Soit propos^e T^uation 

106. = />i+A*'*4-ye>a*^+ + /V.i-r^* + '^f 

dont les racines sont: 

H-l^J>H-|qFl)'-:---H-7Tl)' 

oü ft»^ a une des valeurs de »^ m » -|- » /• Dösignons par et une des ra- 
cines primitives du nombre 2/2 -{-l» c'est-a-dire^ un nombre entier tel, 
que ^ = 2/2 -|- 1 est le nombre le plus petita qui rende »**— 1 divisible 
par 2/2-f-i> je dis^ que les racines de T^uation (106.) peuvent aussi ötre 
reprösentees par 

107. (p*(e), <P*(«0, <P'(«'Of <P*(«*0- •••<?•(«""* -0* 

"^ ' = 2;r+i- 

Soit 

«- = (2/2 + 1)*^ ±a^, 

ou k est entier et a^ entier , positif et moindre que /i + ^ » je dis, que 
les termes de la sörie 

seront tous difförens entre eux. 
En effet, si Ton a 

il en resulte^ 
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ou «'^ — «^ = (2n + i)(k^^k^), 

11 faut donc que Fune des quantit^s o^—af"^ a'* + ^ ^^^ ^ivislble par 
%n^\\ or 8oit posi m'^/i^ cb qui est permis^ il faut quo o^'^" — . i ou 
«^*^^-hl soit divisible par nß or cela est impossible, ofir m — /i est 
moindre que fu 

Donc lei quantit^ 1 , a^, a^.... a^^ sont differentes entre ellea et 
par oons^nent elles coincident^ mais dans un ordre different, avec les 
nombres l, 2, 5, k». • • n, 

DonCy en rtoiarquant que 

<t^{[{2n+i)k^±a^]s} = <P\a^s)^ 
on Toit que les quantit^ (107») sont les mdmes que celles-ci: 

^(0, ^(2e) <rfl(ns), 

c'est-ä-dire les racines de T^uation (106.) c. q. £ d. 

n j a encore 4 remarquer^ qu'ayant 

«- = (2/i+l)*M — 1, 
on aura 

«"+* — - (2/i + i)A„«'* — «*, 
dono 

^n^m =* «J» 

et 

^•(«"+*s) = ^(tt"*e). 

Cela pos^ soit une racine imaginaire quelconque de F^uatlon 

^ -. 1 =: 

108. ^^(0 ^ (p*(£) + ^*(«e)tf+>(«'0*' + ----+<P>'"'0«"~^ 
En vertu de ce que nous avons tu pröcMemment^ le second membre de 
cette Ration peut dtre transform^ en une fonction rationelle de^(c). 

Faisons 

109. ^(e) = x[r(i)l 

En mettant dans la premiire ezpression de yj^ (e) , a*^ e aulieu de e, 
il Tiendra: 

mais nous avons vu, qüe (p»(«'^"*0 =s ^(a"*Oi ^ö»^- 

yl/(are) = ff'»-'*.(f^(0 + tf '^'*+* . (?• (a + ö"-^+*. (?•(«* + 

19* 
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m 

Eq multipliant par 9^§ U iecond membre deviendra <gal a ^dOp ^no: 

110. ip(«"*f) = ^.'^(e)y 
•u bien: 

d'oü, en öI^Tant les deux 4 I« a*°^ puiMance, on tire en TQrttt de U rda« 

tion ^^" = l : 

111, [>KOr «= {X[^(«-«)]}'. 

Cette formule donne^ en faisant SQCcessiyement msso^ 1^ S, 5..«» 
.... n — 1, /i öquations^ qui, ajout^ea membres k membres donneront la 
suivante : 

OTf le second membre de cette ^quation est uno fonction rationelle et 
ijm^trique des quantit^s 9*(«)> ^^(^^«•••^(tt'^^Of o*est«a-dire deS ra* 
eines de l^uation (106.) y dono (^/^O'* P^^^ ^^re exprimä en fonotien ra- 
tionelle de pof pt^^^^Pn^if pii* cons^quent en fonction rationelle de Tune 
quelconque de ces quantit^s« Seit v la ralenr de ^(0> on aura 

113. /t;s= <p*(0 + ^-<P"(aO + ^-^'(a'0+-- + ^~*^^(a'^0- 
Cela pos^, soit tfscos — -{*^'^ii^ — • L^s racines imaginaires de T^qua- 
ti'>n 6'* — 1 peuvent 6tre repr^sentöes par 

Al AI 011-1 

Donc en faisant successivement 9 ögal a chacnne de ces racines et d^ 
signant les Taleurs correspondantes de v par t/g, t;«. • . • v^^^ il yI 

^v, = ^(0 + 9.(p'{oLn) + ....♦• + ^«.^(Ä'-*e), 



En combinant ces ^qiiations avec la suirante: 
on en tire ais^ment: 



114. (P»(«-e) = +^{-p„^, + 9-'^.^v,-\-d-^.^v,-\-9'^Yv, + .... 



n 



et pour /n = : 

11^. (pv.) = 1 {-p^, + /-t,^ + ;-v. + . . . . + /-w^.}. 
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2% 

Touteft les racines de röquation (106.) sont contenves danf It for- 
mnle (115.)^ mais puisque leur nombre n'est que n, il reste enoor» k 
donner k (P^(0 une forme , qui ne contienno pas des racines ätrangires 
& la question. Or cela se fait ais^ment^ comme suit: 

Soit 

n 

En posaift ici e au lieu do «""t, /'Vi se changera en ^^«/^t^^f et i/. 
en O'^.v^p donc ^^ se Chandra en: 



— - • 



La fonction s^f comme on Toit, ne chango pas de Taleur^ en niet- 
tant a'^e au lieu de t« Or p^ est une fonction rationelle de (P^(0« Donc, 
en d^signant pi par A.[^(f)]> on aura 

qael que soit le nombre entier m. De lä on tirera de la mdme ma- 
niöre» et comme nous arons trouvä (^0% 1^ valeur de Si, en fonction 
rationelle de Tune des quantit^ po, pif^^Pn^f Connoissant Si^ on a: 

Donc^ en mettant v au Heu de v^f Texpression de ^(a*"«) deviendra: 

116. (p'{e^''*e) = ^\—p^^+9^.lf^+sJ-^.t^+.... + s^^9-^^^^^ 
pour m s= 0: 

Cette valeur n*a que n valeur« diffi^rentes^ qui röpondent aux n valeurs 

de t/*. Donc en demier lieu la r^Iution de Töquation P^^i ss O est 
r^uite k celle d*one seule ^quation du degr^ 2 /z -{* ^ ^ mdiis cette ^qua- 
tion ne parait pas en g^nöral 6tre räsoluble alg^briquement» Nöan- 
moins on peut la r^soudre complitement dans plusieurs cas particuliers» 
p. ex., lorsque ^=er, e=c/'3, e=:c(2±/'3) etc. Dans le cours de ce 
memoire je m'oecuperai de ces cas, dont le premier surtout est remar- 
quable, tant par la simplicitö de la Solution y que par sa belle applica- 
tion dans la geom^trie. 
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£n effet entre autres je suis parrenu k oe th^rime: 
^On peut diviser la circonförenoe entiire de la lemniscate par la 
^rigle et le compas seuls» enmpailies^alesysim est de la forme 
,^2" ou 2^\ le demier nombre ötant en mtme temps premier} ou 
f^ bien si m est un prodnit de plnsienrs nombres de 'ces deuz fomies.*" 

Ce thöoröme est, oomme on voit^ pröcis^ment le mtme ^e oelai 
de M. CaufSy relativement au cerde. 

$• VL 
Ezpressiens iiYerBBS des fonctions <P(nß)^ /(^ß)» ^(^ß)- 

23. 
En faisant usage des formules connues^ qui donnent les valeurs des 
coefficiens d'une ^quation alg^brique en fonction des racinesy on peut ti* 
rer plusieurs expressions des fonctions <P(nß), fi^ß)^ *^(nß) des formules 
du paragraphe pr^cMenL 

. Je Tais considörer les plus remarquables. 

Pour abröger les formules ^ je me servirai des notations suivantes: 
Je d^ignerai: 

1) Par S«i^p(m) la somme^ et par ^«|^)/(m) le produit de toutes 

les quantit^ de la forme ^^ (m\ qu'on obtiendra f en donnant k m toutes 
les yaleurs enti^res^ depuis k jusqu'a k'f les limites k et k^ j compris. 

2} Par "Sim^^^^frn^ii) la somme, et par n»II^^(m,At) le produit de 

toutes les quantit^ de la forme ^(pi^y^j qu*on obtiendra ^ en donnant k 
m toutes les valeurs entieres de A & hfy et ik ft les valeurs entieres de 
y k v\ en y comprenant toujours les limites. 

IKapr^s cela il est clair, qu'on aura: 

119. S^^(m) = .Kit) + r^(*+l)4- ^(*0> 

120. Tin.^{m) = ^{k).yp{k+\)^ ^//(*0, 

121. S;„S^^^(m,/tt) ^ 2XA,|u) + S^^^(*+l,^) + + S^^(*'»/*), 

K y y y y 

122. n„n^r^(m,iu) = %^ik,¥) ' n^^(it+i,tt) n^>P(*',f*). 
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Cela pos^^ consid^rons les ^quations 

12». |/(a«+i)ß = ^, 

Nous aTons yu^ qne Pm^» est une fonction rationelle de x du degrö 
(ft/i + l)' et de la forme x.^piptf"). De mdme /^ et P^^ sont des fonc- 
tioDS de cette mdme forme, la prämiere de y et la seconde de z. Enfin 
i?tH-i est une fonction qui, exprimöe indistinctement en x^ y ou z^ sera 
du degrö (2/z-{~l)* — 1> et contiendra seulement des puissances paires. 
Donc on aura 

i»^, = ^ . ;r<-+'5' + + B,xi F^, = ^'. /«+.)»+ + B'.y/ 

F;^. =^''.«(«-+«*+ +B^z,- i?^, = C?.x(»^»)'-' + + Di 

i?^, = C\ y(-+')»-. + + 2? V J?«^ = C"'. «(*•+')*-» + + D". 

En substituant ces valeurs dans (123.) > il viendra 
{ .rf .*(«»+*'* + + B.«)— (p(a« + l)ß.{C.«^-+»)*-»4. + !>}, 

{^'./•^')' + + Ä'.y}— /(2n + l)ß.{C'.y(*^'>*-'+ + fl'}, 

\d". «(•»+'i* + + Ä". «} — F(2 « + 1) /3 . {€". «(«»+«)•-» 4- + D"). 

Dans la premiere de ces ^uations A est le coefBcient du premier 
terme, — (P(2« + l)ß.C? celui du second et — ^(2/i + l)ß./) le dernier 

terme. Donc -7<P(an + l)ß est ^gal k la somme et ±-^<P(2«+l)ß 

^gal au produit des racines de Nquation dont il s'agit, öquation, qni est 
la möme, que celle-ci: 

124. (P(2n + i)/3 = ^5J±L. 

Donc en remarquant que ji, C et D (et en gönöral tous les coeffi- 
ciens) sont ind^pendans de ß, on Toit que (P(2n + l)ß est (d'un ooeffi- 
cient constant pres) ögal a la somme et au produit de toutes les racines 
de r^quation (124.> 

De la mSme maniere on voit que /(2/i4-l)ß et F(2n.'\-i)ß sont 
respectivement ^gaux au produit ou k la somme des racines des ^quations 



148 Abel, recherehes $ur tesfonctions tOiptiqtiti. 

en ayant attention de multlplier Je i^aultat par xobl eoeffioient constant, 
choisi GonTenablement« 

Maintenant les racines des ^quations (123.) d'aprös le No. 11. sont 
respectivement : 

« = (-.)-*-.«>(0 + j^„ + j^ .i). 

y = (_,r ./(U + j^^j. + j;;^.-). 

oü les limites de m et ft wnt — o et 4*n» 

Donc eu rertu de ce qu*on rient de Toiri et eo faisant U5a|;e des 
notations adoptöes^ on aura les formules suivantes: 

(f(4« + 1) ß = ^".|.|. (- 1)-. *• (ß + "•+;'°) i 

/(a,+i)ß = S'.i.5,./(ß+=^ti^'), 

.F(.«+,)ß=«".i.fi,.i^(ß+:^^). 

Pour döterminer les quantit^ constanteA Ay A\ A", B, B*, B", U 
faudra donner k ß une valeur particuliire. Ainsi en faisant danf les 

trois premieres formules ß = -ö* 4* 'K''» apris avoir divis^ les deox mem- 
bres par (Pß, ü Tiendra, en remarquant que ^(7 4"T') '^ ^' 

^ == /J > pour ß = _ + —1. 

.// _ F(2n4.1)/ gl 

7?~ 

Seit 



125. 
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tpa 



9(2it-f-l)a 



^'' = 



Soit ß = -^ + y' + «> o«^ ä: 
/((2n+l)a+n«.+n«<+|-+f <) 

A-+2+TV 

F((2n+l)a+n«+n«i+^+-| i) 
_ F((2.+t).+f+f) 

(— »r- / ...» X =(— 'A 



>pour«s=o. 



/((2«+l)«+|.) 



(•+f^) 



l^((2«+l)«+|-<)' 



Ces expreMions de ^, ^'^ ^" deviendront de la forme §, en fai- 
MDt «=:0» dono on trouvera d'apr^ les rdgles connues^ 



, ^' 



Ui 



(-!)■ 



DTapr^s cela les trois premi^res formules deviendront: 



(_!)» +»» +» 



mn^-f-fiCDi) 



r(.»+ .)ß = ,^-|.|x- .)- . F{ß + 2f^) 



Cnl)«*i Joaraal. IL Bd. 2. HA. 
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Pour avoir la valeur des constantes B, B\ B*\ je remarque» 
qu'on aura: 

127. ff-fi^(m,^) = ^(0,o).n^^(m,o).n^^Ko,fc) 



—n — n 1 

n n n n 



xn„n^^//(wi,|tt).t//(-m,— f*)-n«n^^Kw,— ,*).^K— m,v). 



II & I 



En appliquant cette transformation aux formules (126.)9 dirisant la prä- 
miere par <p0^ la seconde par /0 et la troisi^me par Fß^ faisant ensuite 



dani la premiere ß = o^ dans la seconde = -^ et dans la troisiima 
= yi, et remarquant que ^ ^ß = 2/i+ 1, pour ß s= 0, que 

- ^ /h = a/i + 1, pour ß =s y, et que ^ ^T ^^ = an -|- *> P^>^ 

ß = -^i: on trouvera: 

X n« n^/» VT + 2n + l ^ • " VT + 2«+l > 

En tirant de ces öquations les yaleurs de B^ B\ B*\ et les sub- 
stituant ensuite dans les formules transformöes, il Tiendra: 



128. 
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'^ \ 2n + l y '^ V 2«+l / 

129,1 -^ \2 ■'"2«+l/ "^ \2 "*"2« + l/ 

fi fi /("tl^-ff) ■/(^-^^) /("^^ff) /(^-T^ 

•^ vT"*" 2n + l / ^ \2+ 2n + l 7 

F(2Ä + l)ß SS 

^ V-2 '+27^:1^ ^ Vr+2irFiJ 

^ VT*+ 2/1 + 1 / ^ VT*/' 2n + i ) 

On peut donner k ces formules des formes plus simples^ en faisant 
QMge des formules suiyantes: ^a^ 



X 1^ 



^■(-+f+fO 



1~ 



/v 






/'(-J+«) 



1 — 



/'./? 



/■(•+1+1') 



1 — 



F*ß 



FHß-\-<t) .F{ß^a) 
F 



(?.+-) 



■(f.-) -7s#?5 
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qu'oD Terifiera ais^ment au mojen des formules (13.)^ (l^Of (^^-X 

En vertu de oes formules il est clair^ qu'on peut mettre les ^ua- 
tioDS (129.) sous la formet 

V W+ 2 •+-iSR-) «^ V2 + 2-'+ 2I.+1 ) 

j fß i__ /V 



m ]• 



vn n -^ V2"r 2itH-i / ^ \2-^ 2n+i ) 



n n 



1— 



•^ V2+y*+ 2n+i ; -^ly+T"*" 2«+! / 
F(2/I+l)ß=: 



''V2 + 2'^ 2«+l y ^ V2+"2'+ 2n+i"/ 



n n 
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Ces formules donnent, comme on voit, les valeurs de ^(2n-f-l)ß> 
/(2A-{-l)ß et Jr(2A-|-i)ß» exprimees respectivement en fonctions ratio- 
nelles de (p^f fß et Fß, sous la forme de produits. 

Nous donnerons encore les valeurs de/(2/i-|-l)ßy F(t/i + l)ß sous 
vne autre forme, qui sera utile dans la suite« 

On « /»ß = 1 — «««p'ß, dono 

et 



/»/? 



or an verttt de (180 ^^ a* 
dono: 

On trouvera de mdme: 

F^a 11 g»^c» y»a 



F» 



(!+•) »•(!+«) 



Eo vertu de ces formules, et en faisant ß =s o^ pour determiner 
le facteur constanti il est clair^ qu'on peut öcrire les expressions de 
/(«/!+ 1)3, F(2«+l)ß, comme suit: 
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/(2/i+i)ß=/ß.n« 



fi n 



130'. 



^ \2^2 ^ 2i»+l / '^ \2^2 ^ 2«+l / 

«^12+ r +2H^i; ^ V2 +r +2S+1; 

V.1T A ^ V2'^ 2II + 1 / ^ V2'^ 2/1 + 1 y 

'^\2^2*+ 2n + l / ^\2^2*+ 2n+l / 

Dans oe paragrtphe nous n'avons consid^rä les fonctions (P (n ß), 
f(nß), F(nß)^ que dans le cas des yaleurs impaires de n. On pourroit 
trouver des ezpressions analogues de ces fonctions pour des yaleurs pai- 
res de /ijmais comme il n'y a dans cela aucnne difScult^ et que d'ail- 
leurs les formules, auz quelles nous sommes parvenus^ sont Celles qui nous 
seront le plus utiles dans la suite^ je ne m'en occuperai pas. 

§. VU. 

DeTeloppement des fonctions (p«^ /x> F» en söries et an 

produits infinis. 



24. 
En faisant dans les formules du paragraphe pröcident ß = ^ . , 

on obtiendra des ezpressions des fonctions (ßccy fa, Fa^ qui^ a cause du 
nonibre inddterminö n, peuvent dtre variees d'une infinitö de manieres. 
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Parmi toutes les formules, qu'on obtiendra ainsi^ Celles qui rösultent de 
la suppositton de n infini, sont les plus remarquables. Alors les fonc- 
tions (Py fy F disparaitront des raleurs Ae (fa, fa, Fa, et on obtiendra 
pour ces fonctions des expressions alg^briques^ mais composöes d'une in- 
finitö de termes. Ponr avoir ces expressions, il faut faire dans les for- 

moles (126.)> (130.) ß= ^ r. , et ensuite chercher la limite du second 

membre de ces öquations pour des valeurs toujours croissantes de n. 
Pour abr^ger, seit v une quantitö, dont la limite est z^ro pour des ya- 
leurs toujours croissantes de n. Cela pos^ considörons successivement les 
trois formules (126.X 

En faisant dans la premiire des formules (126.) ß =s ^ , ^ , et 
remarquant qua 

131. S^S^Ö(m,itt) = tf(o,o)-fS^«(m,o) + S^Ö(0,ft) 

IX 

il est clair, qu'on peut mettre la formule, dont il s'agit, sous la forme: 



j n 



ou Ton a fait, pour abr^ger, 

I (n 2;rHri ) \ 2ir+Ti — -)) 

Mainteoant, en- remarquant, que 
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oü J^ et B^ 8ont des quantil^s finies, la partie da F^uation (132.) jus- 
qu*ai] membre^ qui a le signe — , prendra la forme: 

or la limite de cette quantitö est ÖTidemment söro} donc^ en prenant la 
limite de la formale (132.)^ on am*a: 

^a =s lim. S»S„(— 1)"+''.>^(»— m, n— f*) 

ec » » 



+ -i- lim. S» S^ (— 1)-^'' . T^. (n — m, n — ^), 

ou bien: 

»—-1 



134. ^a = — - lim. S^S-(— i)"^''.^^(ot, m) 



+ - lim. S«S^(--ir+''.>l'»(»», f*). 

U 6u{£t de connoitre Tune de ces limites, car on aura rautre, en 
changeant seulement le aigne de /. 
Cherchons la limite de 

%%('-i)'^^ .^l^(m, II). 

o • 

Pour cela, il faut essayer de mettre la quantltö prfeMente sous la forme 

P + v, • 

o& P est ind^pendant de n, et i; une quantitö» qui a söro pour limite; 
car alors la quantitö P sera prteisement la limite, dont il sTagit. 

25. 
Consid^rons d'ftlM>id Texpreasion: 

Seit 

1^5. g(m, ft) = ^.^(^t+ft»»)' * 
et faisons 

on aura: 

n— i n — i n—x i> 

Cela pos^> je dis que le second membre de cette ^quation est une 

quantite de la forme oj^xj- 

0*apris 
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D'appi« (12.), (13.) on aura 

^ . i _ » (/?+«)+?> (/?—*) 2<pß.f(.Pt 

Mainteaant on t: 
donc: 

et par oons^quent: 

Donc la Taleur da R^ devlendra 



.'!'("»; 



Cela posöy il 7 a deux cas k consid^rer, aarair si ^ Cj^ ^^ söro 
pour limite ou non« 

a) 81 o ^ 7 A '^i*^ P<>v>' limite^ on aura^ 

(D«^_5ü_^ -5- fiL J Rfi'^\ 

^ te4-l/ "~ (2/1 + 1)» "•" (2ii + l)*^ 
on 17^9 C^y D ont des limites finies; donc en substituant: 

Crtlle't JoarMl. II. £d. 2. Ilft. 21 
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* I g^ 
iqQ S — ^«« ir'^(2n-|-l)' 

139. M^ = -#« .— . . Da* Z Tt 



v""y "V"yl(2n+l)^•;~*^•(2l•+l)'J 

or Mit qne t^ soit fini ou .infini, il est clair, que cette quantitö conver- 
gera toujours Ten une quantitö finie pour des valeurs toajoon oroiasan^ 
tes de n. Donc on aara 

140. J?^ = r^ + v^, 
oA r^ est une quantitö finie ind^pendante de n. 

A) Si 2 !Li ^ P^^ limite une quantit^ finie ^ il est dair^ qu'en 
nommant cette limite i^f on aura: 

!«• '<■ " - ^) + 7} -^ "'■ 
Cela pos^ considdrons Tezpression 2^( — ly* Jüi^a * ^ ^ 

142. i^(-i).._^^ = ^j-^ 

•...+(-i)"^-iU.+(-i)'^*[iUi-Ä^i+JU- 

Supposöns d'abordy que ^ Ci ait pour limite une quantitö finie ^ quelle 
que seit la valeur de fi. Alon en remarquan^ que 



on aura 
dono: 



Ä^ — Ä/^M = t/j; — t;i+,. 



oüirs=/iou/i-^ly seien que n est pair ou impair. La quantit^ B a 
toujours pour limite une quantitö finie^ saroir £ = 0» si /i est pair, et 
B := Rn^^, si /i est impair. 

Maintenant on sait, qu'une somme teile que 

peut dtre mise sous la forme t .v^ v ayant xero pour limite. Donc en 
substituant: 
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"-» Rjt ifc.v + B 



or, * ötant ^gal ji a oa 4 ii — l, et Ä fini, la limite de * ' *" j" . - 



jR^ V 



JB^ro, donc: 

Supposons malntenan^ qua » , . a «iro pour limite. Alors ■ ^^ - 
a ^galement coro pour limite^ ä moins qu'en mdme tems ^ ^, . n'ait 

pour limite une quantitö finie. Soit dans ce cas v le nombre entier im* 
mödiatement inferieur ä /*/z, et considörons la somme 

i?,~fi, + fi. — fij + .... + (—!/-» fi^^,. 
En supposanty qua {k est un des nombres 0, l^ ....v^ il est clair^ que 

(2ii\l) ~ ^2nXl^ ^ ^^ P^^** limite } donc, selon ce qu'on a tu, jR^ 

sera une quantit^ finie, et par cons^quent 

2?, — Ä, + Ä. + (_i)r-x/i^^ =, y^n^ 

eik It est ^alement une quantitä finie« 
Considdrons maintenant la somme 

(~lX{fi, — jR^ + Ä^ — .... + (— 1)-—.Ä^.}. 

8i o 4J4 ft potir limite une quantitä difii^rente de z6ro, on a, comme 
on Terra: 

ii au contraire ^ ?,|; & pour limite £^ro, en a: 

Ä^ = v^ + t/^i 
or, si en mdme tems [i'^^n, il est clair^ qu'en yertu de la valeur de J7^ 

v^ = fi/i — ^^i 
or il est clair, que B^ et C^, tous deuz, ont pour limites ies quantit^s 

indipendantes de ft, donc en nommant ces limites B et C, on aura: 

B^ = B-.e7 + i;^, 

et par suite, aussi dans ce cas, 

-R« — B^^^ = ^A« — ^^+f 
Donc comme dans le cas oü ^ — 7-7 auroit une limite difil^rente de 

s^ro pour toutes les valeurs de [i, on dimontrera qua 
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Maintenant en combinant les iquations ci-deMus^ on en tinra 

or V i ^ a z^ro pour limite^ donc 

'^ /_ ,V» ^i" 1_ 

Dono cette formule a toujoun lieu^ et par consöquent la formnlt (137«) 
deyiendra : 



n— i 



144. S^(— 1>- 4'(m, fi) - S^(— 1>- J(m, m) = 5;^. 

Cela posö, il »'agit de mettre S-,( — iyO(m,(i) sous la forme P+r — r?- 
Or c'est ce qu'on peut faire comme il auit On ai 

145. ^j* 

Or d'apris une formule connue on a: 

9(m, n) — 9(m, ;2 + l) + 9(m, ii + 2) — 

oü j^f B . ... 8ont des nombres j or 

^ ' ^ o* — (m «+'*•*) 

donc en substitnant: ^ 

De 14 il auity que 

Donc en rertu des dquations (145.) 

et par cons^quent 

" — * OD 4f 

146. S/-iyr^(m,|t) = 5;.„(-l/.tf(m,/*) + 5-^. 

26. 

Ayant transform^ de cette Sorte la quantit^ 2^( — iy.i//(m,jx), on 
tire de T^quation (146.): 



jibtt, THiherohn sur Ie$ fonetümi tOiptiqueM. |5| 



«»» 



147. S.S^(-l)-^^^(w,(u) = 2(-ir-e. + s.5^, 

611 faisant 

148. f.»«|^(— iy-tf(w,|Ä)i 
or 



7 2114.I 2it4-l "" 2«+l ~ 2^ 

ti ajant coro poitr limite. Dono T^quation (147.) donnera» en faiiant 
n infini: 



149. Um. S«, S^(— iT^.^im, <») « 2 (— 1)-. ^^. 
Da mdme^ ai Ton fait, pour abr^ger: 

oa aura: 

151. Iim.'S".'^C--i)"*^^A.C«,|^) = |(— ir.f«- 

Ayant trouv^ ces deux quantitös^ dont rexpression de ^» aät compos^e, 
oa aura^ en substituanti 

«0 bien, en remdttant les valeurs de ^^ et ^»y 

152. 9» 3= 

~.S,(-.i)- jf /- («. _ [(„+i,« - (H4) •»■]• "" a» - [(«-K)«+(f«+4) •O'li* 

Maintenant 

2« 1 , 1 

dono : 

2« 2« 

•"— [('«+i)«-(f»+4)w»]* «»-[('«+J)«+(/*+i)"0» 

donc Texpre^sion de (pet deviendra £ou8 une forme reelle: 

153. <p« = 

c'est'a-dire» on aara: 



152 Abel, rtöhnthei $ur U$ foneHoiu eBipiique$. 

C C 

c C 




5+ 



[«-("»+IH*+T [•-(«+5>]'+^ [•-(«+JH'+^ 



'• • • 



T+ 



Si Ton commence la recherche de la limito de la fonction 
> 



'•• • 



S^S^( — l)'"+^."^(iw,fi) par Celle de S( — i)"'%P(ot, j») aulieu de celle de 



o o 
I»— l 



2( — iy>^(^>fi)9 comme nous rayoiis fait^ on trouYera aulieu de ]a fer. 

mule (530 la suivante: 

156. ^« = 

o*est-a-dire: 

157. <pa = T^C^o— 3e. + 6^-.7e, + . ... + (— l)^.(2ft+l)e^— ..•..) 

oü 

+ 



158 



(«-|)*+0»+i)»»* («-3')*+(H-i)'«' («-^)'+(/t+J)'»" 



%••• 



.li 



(«+ 0*+ (/*+ J)' «' («+ ^)'+ (f»+i)- -• («+ *^)* + (M+4) 



^^ •••• 



27. 
Cberchons maintenant I'ezpression de/a, au mojen de la denz- 

ieme des formules (12G.)* En y faisant ß = -— — , ©t remarquan^ 

qu*alors la limife des quantit^s contenues dans les deux premi^res lignes^ 
devienl ^gale d z6ro, on aura: 

159. A = lim.(— irk»2.(— ir.%K/i — m, /i — /x) 



ti n 



+ lim.(— i)"S„2„(— i)'».v//.(/i — OT, n — ft). 



I 

Ah elf reeherehea sur le$ foncUm» Mptifue». 1^ 

oa Yon a fait pour abröger: 
Maintenant on a: 

* "" 2ii+l » 



on anra: 






/. _. _ .v-('*+^ 

Dono on anra» en substituant et mettant m et (t respectivement au lieu 
de n — m et A — ft: 

,, . 1 ^^\ 2«4-l /•^V 2it+l / 

""""" -■ (^.H-i)[.-fe^)-;- r+«;.ii!r"-r 

On aura la valenr de «l'iC'n, ft), en changeant seulement le sigoe de i. 
En fauant maintenant 

et 

et cberchant ensuita la Gmite de la fonction 



• ;^ 



de la mdme maoiire qua prec^demment^ on trouvera: 

lim. S«S^(-w)».^(m,/*) s --.2^j2„(— i)».tf(m,nt)} 

o o ^ o ^ o ' 

et 

lim. 2„S^(— lr.^^,(/7l,ft) = -.S^{S„(— ir.tf.(m,|») j 

o o . * o * o ' 



164 jibel, reeherehes tur ks foHetiom» tOipHfuei, 

done en substituant dans (159.) > et remettant les raleart de 9(*nt m) ^ 
9^(r'f fi), on a: 
160. /tt = 

* 'S 'S r i^"f {im + i)io-\-(2/i+i)mi . (2m+l)«»~(2M+l)«i< > 

La quantltö renfermöe entre les crocheU peut aussi se mettre loua 
la forme: 

2[«-(m4-|)»] 2[«+(m+|)i>3 

[a-C«+i)«]»+(/t+J)».« !•+(« +4)«]* + (f» +§)»•* 

donc auMi: 

161. /» =5 

* 'S ff r— 1^"» 2[«-(m-f4)fl>] _^ , .v. 2r« + (m-H)«»] I 

On aura d« la mdme mani^re: 
16i F(«) = 

2«. 
Venons maintenant aux formales (130.). Fear trouver la valeor 

du secend membre, «prös avoir fait ßs=s ^^ et snpposi n infini, novs 

allonf d'abord chtroher la limite de rezpreuion suLrante: 

163. / = n n j_i_yziE±r~^ 



'^ V 2n+l / 

eü Jt et / sont deux cpiantit^s ind^pendantes de n, m, fu 
En prenant le logarithme, et faisant, pour abi^ger: 

164. >Km,i«)=log<f /""*"\ - 



1 — 






OB 



Ab elf recherches sur les fondions elliptiques» 165 

on aura:' 

165. lo6* = 2;^i^.x//(m,|üt). 

Consid^QS d*abord Texpression: ^^\l^(m,iJL). Soit 



il 



166. .tf(m,|i)=log^ (m^+t,mi^i^^ 

1^ 2 

on aura; 



v'fcri) 



'^ \ 2«+l / 

Cda pos^) je du que le second membre de cette ^quation est pour toute 
yaleur de tti et ft de la forme: 

Pour d^montrer cela, il fant distinguer deux cas» si Ja Jiffiite de 
^2nXi^ *^^^ ""® quantitö diiförente de z^ro, et si eile esr ^gale i ziro. 

a) Dans le premier cas on aura, en nommaBt » la liaute, dont il 

s'agit : 

^. /m«+ft«f + t\ _. /► « -f- v. 



donc: 



y 



*V2n + l/ 



a* 



'^ \ 2n + l / 



(2n + l)«f»»a + (2«+l)»» 



/mw + ^wi + A * (2«4-l)».9>»a"^(2» + l)»' 

'^ \ 2n+l / 



+ ^ 
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166 Abel, rechendes iur Um ßmeiUms eUipti^fttM. 

On a de mdme 

^^"+^^ \ (211+1) ) 
^ (m«+f*»i+0* (2ii + l)»a* ^^ t2n+l)** 

En substituant ces Taleurs^ Texpreflsion de i//(myfi) — 9(mpfi) prea* 
dra la forme: 

'i_,,,_^^ 1 — ?. 



^m,^) -tf(m,M) = log — i^±S. -^^ 



i^^^^-X^ 1- " 




les quantitds v, v^ v^, i/^ ayant toutes s^ pour limite. 
On a donc: 

et par oonsequent: 

b) Si la limite de la quantiti "gwtTi*' ^* ^S*^® ^ "^^ ^ *"'*- 

'^V äiT^n ^; (2n+l)« '+-••' (2«+l)* T---, 

^V2ir+i) *" (2II-I-1)« + ^'•(2n4:i)*+ • • • • ' 

donc: 

^'feryi) "'•^^'•(2«4-i)''*" 

Si maintenant I7i«*-f*|tf < nd t« pas ind^finiment en augmentant 
avec n, on aura: 

^'fer+1/ o^^ . B 

^ \ 2n+i / 

de mdme : 






* V 2n + i / 

donc dans ce cas 



^btl^ r€cherohe$ mar le$ foncHtms ettiptigues. 157 

1- *' 



4/(m,ft)-.«(m,M) = log? ^^^ 



B' et C ayant des limltes finies, ou bien: 

la limite de D ^tant ^galement une quantitö finie. 

Si au contraire la qnantitö iii«-{-/t0i augmente ind^finiment aveo 
n, on a: 



V 



1 — 






^^\ 2im — ) 



— J 



1 — 



{mm + fiwi+ky 



op les quaotit^ mm^^umiA-k ^ 2n+T ^"^ **'*^ P^'^'' limitei ^onc 

la quaotit^ pr^cödente- lera de la forma : 

*+ (2it+l)» '^''^ 
^'^ ayant une qnantiti fioie pour limite. En changeant t en ly et d^ 
sifnant la valeur correspondante de A^* par J[, la Taleur de V^m,/x) — Oirn,ß) 
de?iendra: 

Maintenant la limite de A^* est la mdme ^e celle de >^; or il est clair, 
que cette derniöre limite est ind^pendante de k, m^ fi (eile est en effet 
^gale au coefficient de a^ dans le döveloppement de ^*a). Donc on aura: 

^'' = JM + V, 

et en changeant i en h 

jt'^ == M + t/, 
d'oü ^" — A'^esv—t/ssv. Donc J" — ^" a »öro pour limite, et par 
conc^quent oa ar 

22* 



Igg Abel^ recherches iur lesfonctions eüiptiques. 

Donc nou8 avons demontre^ qu'en faisant 

167. ,/.(m,|*)-tf(m,» = .^^^, 

la limlte de jf„^f^ sera ägale ä z^ro toutes les folg que mm-^iimi aug- 
jnente ind^finiment avec n^ et qu'elle sera ^gale k une quantitä finie 
dans le cas contraire« 

29. 
Cela fosiy considörons la quantitö 

En substituant la valeur de ^l^^my fi)^ il viendra: 

168. S^^//(m, fi) = i^d(m, fi) + (2n4-i)> -4^(^">/')' 
Seit y le plus grand nombre entier, contenu dans /'n, on peut faire: 

^ff^nhft ^= •'»1,1 T •'m,« T T ^m,t 

+ -'m,f+x + •'»»r+lT T ^m,n' 

Or^ d'apris la nature des quantitös •^m,^» la somme contenue dans la pre- 
miere ligne sera ^gale k v«^m» et la seconde ^gale a u^(/i — v- — l)^ 
ou ji^ est une quantitä finie et A*^ une quantitö, qui a ziro pour limit^ 
donc : 

ou 

n — *^ V I. ^"^^ — ^ >* 

Donc la quantiti ff^ ^ £^ro pour limite^ en remarquant^ que v ne sar- 
passe pas /*/!• 

Far Ik Texpression de X^\lf(m, |x) se change en: 

169. S^x^(/7i, ^) = S^«(m, ,i) + 5^. 

n 

Pour avoir la limite de X^O(m, fi), j'äcris 

> X ii+i 1 '^ 1 '^ 

^ CO 

Ur on peut trouver la valeur de 2^ (m, fi -f" '') comme suit. 



Abel, recharches $ur U$ fonctitma dKpiiquei, 169 



On a 

i— 



«* 



*(W, fi^n) =: log' ^ ^vr-^ -I- J 



II — : 



«» 



_ W 1 1 I 

_ T^4( 1 1 » 

+ elc. 
De lä OD tire: 



ou 



•(^) = 



(=^'+-+f-')' (^+"'+^-) 



a> 



j fiL\ _ ^ J 

eto« 
Or on Mit que la limite de 

donc: 

etc^ 
et par cons^uent^ en substituant: 



• • • 



or 



.. . 1 1 



etc. 
donc on aura: 



170 Abel 9 recherches 9ur Uifonciiong tUiptique$. 

r'9(x)dx = i- . Jr ^3— -i ;- — -. -r-r-^ rl 



± k--l 

• » * n ' (ma-\-l 






1 Jl~I 1 



liA Ilmite de cettc ezpression AeJ^9(x)dx est £^ro poar une var 

leur quelconque de x. De mdme on trourera» que la limite ief'0^(x)dx 
est zirOf dooc: 



• • • c 



dionc auMi, en faisant jit as oo: 



d'oji: 






« 



2irFi 



17a S^i^(m, ^) = i^tf (m, ^) + 5^, 
t;„ ayant söro pour limite« De 1& on tire 

En prenant la limite des deux membres et remarquant^ que 

72/1+1 "" 2« + l ~ ^^ 

on aura: 

171. lim. i.S^^P(m, fit) = f „{i^^Crn, (ä)}. 

En remettant les valeurs de 4^(ni, fi) et 9{m,fi), et passant des logarith- 
mes aux nombres, on en tire: 



Ahelt iweft«reft«« sur le$ fanatUmu 



171 



1 — 



^•(si^tt) 



VfL Iiin.IUn, 



9 



, (ina-\rliai-\;-k \[ 






2ii+l 



« t 






fi-.<Ri 



i 



(mw-j-|Wi4-*)* 



1 — 



{nua-^-iimi-^-t)* 



Par une anaijse tonte semblable k la prte^ente, mau plus simple, 
on trourera de möme: 



''•(jiSä) 



173. lim. IL 



ATn 



+1/ 






i — 



174. lim. a 






ii— 



» 



*\2/r + l/ 






« U— — — 



(m<o-|-/)* 






+A-)»I 



i>o«+/)» 



30. 

Maintenant rien n'est plus faoile, que de trouver les valeurs de 
^•, /•, Fa. 

ConsidöroDs d'abord la prämiere formule (130.). On a: 



^M^^) 



donc 



1 



172 Abel, redurches »ur les fonetiona eUipHquta. 



1 9* 

Tun 






X . 1 



^ '^ \ 2«+l 



1— 



2R-i>l 

9'ß 



uji 



^ \ 2«+l / 

'•^4 9'ß 



» » \1— 



'l 2Hn ) 



Cela pos^^ »i Von fait ß = JwTl ®' ^'^"^ suppose n infinit ü Tien- 
dra, en faisant nsage ies formules (172.), (173.)> (174.) , et remarquant 
que « Mt la limile de (2/2 4-i)(p ^^^ J et ögale i «: 

175. <P. - .fi.ji_j^}.ft{,+j^} 



• '»^ ' «» 



xfL^fff (m« + fi»0* 1^1 * (mw— ft«i)* 



' -l- 





Les deux formules (130.) donneront de la m£me mani^re, en fai* 
Mint ß = 2^rn* et remarquant , sue /(o) = 1, F(p) » 1: 





1-rr 



177. Fa = 



f 1 2! 1 



i— 






On peut aussi donaer une forme reelle aux expressions pr^Mentes 
comme suit: 

178. 



Ab ei, rtcherches sur les/onetions eläpiifues. 173 



m ,. = ..fl,(. + ^).fl.(,__:L) 






m /. = B.(.-^_^) 









14 '"'"• 



1 I («+m«)* 4 I (« — m«)» 

Cm tranaformations s'opdrent ais^ment au moyen de la formule: 

31. 

Dam ce qui pröc^de nous sommes parvenus & deux espices d'ez- 
preMions des fouctions (p«ji /«, i^a: les unes donnent ces fonctionB dö- 
conapos^s en fractions partielles^ dönt la totaliti forme des s^ries Infi- 
niet douUeSy les autres donnent oes. memes fonctions d^coznposöes en un 
nombre infini de facteurs^ dont chacun est i son tour composö d*ane 
infinit^ de facteurs. 

Or on peut beaucoup simplifier les formules pr^c^dentes au mojen 
des fonctions exponentielles et circolaires» C'est ee que nous allons voir 
par ce qui suit: 

Considerons d*abord les ^quations (178.)> (179.)^ (180.). En vertu 
des formules connues^ on ar 

Crelk*« JooniaL IL Bd. 2. HU. 33 



C08X 



174 ^helf recherches ntr k§ /ofwHonM tlHfiique9. 

donc : 

En vertu de cette formtile i1 est olair, que les expressions ie <p»f 
fa, Fa peuyent dtre mises sous la forme:. 



>2 It 






1 \ (m — i) « / 



xfL(tang[«Km-i)«]^i.tiui|[«-Km-f)«]fi.cot'(m-})«|-f.ji2^i^^ 

(HP ' IV IK 
co8(a4-m«») — i.cosfa — m«)— t.cot*(iw — |)« — » 
n 

On trouvera des ezpressions r^elles^ en substituant au liou des fonc- 
tions circulaire» leurs ezpressions en fonctions exponentielles« 

On a: 

sin(a — i) . sin (a -f- £) SS sin'a — sin*4, 

cos(a + 4).cos(a~A) SS cos^a — sin^Ä, 
donc : 

sin(a4>mai) — i . sinfa — mo»; — i \ sio*« — i 



siii*m«— i i sin^ mca—i' 

cos[a + (m — J)w]^i.cos[a— (m — 1)0)]— i sin'a — i 






co8^ (m — J) w -^ i cos* (m— f )«— » 



Abel, recherchei $ulr leB foncHons eOipHqueB. 175 



^ • _ .• ^ • \ if . 



Unit* + (m— 1)«] J/.taiig[« — (w— 4)»] ■=-». cof(m ~ k)m^i 



1- 




sin^ 


9 — i 

m 




•iii*(m- 




• 

t 


1- 




sin« 


a — 1 



■ 



co8*(3n — J)a> — i 



Daprös cela et en remarquaot^ que 



p*-^m*«* ^ «• 



et 



m* w* 



(m-i)*«» 



il est clair, qii'on aura: 



181 



6ial — All ^ 
. (p« = — . 3 .ll^^ 



»in*a— £ 

1 2_ 

• a ^ -• 



-COS* (m — f ) « — I 



• • •^ 



182. /« = liL. 



1- 


sin 


•(" 


+§)« 




1— 


1 «»^i^« 


sin 




» 



co**^(m+i)«^ — * 



•in* — fff 



1— 



COS*7/t — ^i 

183. F« = cos(— iriVn^. 1 . 

»in* — m 



co8*(in — f) — ni 



23 



17$ jlhtl, rwUcroft«« mar Ut.famatian» elBpttqiuM. 

En sulstitiiant aulien des cosinns et sinns d'arei imaginaires levn 
valeurs en quantitds exponentielleSy ces formules deriendront: 



184. <p« = ^.^(ä»''— Ä *")ft- 



• - - »A**"— Ä "• 



1 + 






lV-^S'+ä-'"^»"' 



1 

185. /« = ft.. 






186. F« = 4 («»'•+ e^S'O-ft 






1+ 



Ä*''— ä""»^ 



("^)=« . .-C»»-4)s'»l 



oü Ä est le nombre 2,1718218 

On peut encore transformer cette formule de la mani^re suirante: 
Si Ton remplace « par «i, on aura les valeurs de ^(«0» /(«O» 

F(»i). En changeant maintenant c en e et ^ en c, les quantit^s: 

«i »} ^(«0} /(«Oj ^(«0 

se chängeront respectivement en: 

donc les formules pröcödentes donneront: 



^ Ol 



*""•(?) 






jthet, rwekcrrtet tut U» /oneHom tUifhipa», |77 



h •- +r - ) 



*™-(t) 



m /.=«.(!=).n. ^*'+*";^ , 

(ä •- -f-Ä" •- ) 

32. 
Coniid^ront maintenant Im formules (160.), (161.), (162.). 

Od •: 

§. t ly (2^+*)*» ^ 2 

dpiM^ «n faiMtit 

y = [* + (m + {)«]^: 
S, ,., (2>+l)» 2n 1 

En vertu d« cette formale il est ai«^ de Toir, que les ezpression« (153.), 
(162.) de 9* 0t Fei deriendront: 

19a 9» = 

ec*«*."^ ' • I r,_(»+4)„]2 _t«_(„_|)„jg ^Ia+(«+|>.] I , -[«+(-+»)«.J || ' 

191. F« = 

2 « Ä 



JÄ+A-t'-H^-WW^* 



Le8 ezpressions pr^Mentes de (pw^ Fa, peuvent dtre mises encore 
80U8 beauooup il'autres formes: je vais rappeller lea plus remarquables. D^a- 
bord en r^unissant les lermes du second membre» on trouvera: 



]78 Ahtlt redierchei $ur k$ Jonetiens «ttiptiquM. 



'* -T?\/.{-+ttS ,-<»H)» 



t9i <p» = — .— .S,(— 1)"*. <^ ^ 



^ . .-S=\/.("»H)^ . .-0»H)^ 




Si> pour abr^ger, on rappose: 

194. Ä^=t et h' rsz i^, 
ce8 fbrmules, en dÖTeloppaiit le Mcond membre^ deviendront: 

195. <pu^ , 

196. F.- 

,+ i ,»+4 r' + i 




•••f • 






£n mettant «i au lit« de « dans les formules (192.), (i^S.)» cban- 
geaütat eniliite c en e et ^ en e, et remarquant, que le« quaotit^ 



«? .-««= ••i5 . .•*= 



M cbanj^eront respeetiTement en: 

•, «, if («), /«, fti.«in«-j-, 2coa«-^, 
il Tiendra: 



'Ä'*^^+aco»a«-5. + Ä 



fü'^ #— I axWT* 



19o« /Ä = • • Zfn * 



COS — \h + Ä y 



En faisant pour abr^ger 

199. Ä«- =r ^, 



Abelf nfhtrdhM tut lei/onetion» Müitün$tt, 179 



«t dÖYeloppaat, on obtira<Ira: 
20a ^«y) = 



?-4 V ' 



f b ^1 9 f< 



CO «» V 2/ L,.^ . X. 1 .*.^ . V. 1 "^ 



•••*, 



lf»+2eo<o«)+p. J*+2cos(««)+p ^«•+2co3(a«)+ -j, 

201. /(«-j)« 

-..-.cos^«^;.^ s — J.+ — --W+ ^ — r+-r 

|f»+2cü«(a«)+i f«+2co,(a«)+^ ^«•+2co»(«»)+ p ) 

>T war 

En suBstituant dtns les formales (190.), (191.) an lieu de A * et A*<" 
leun yaleurs e et r, il vieadra: 

203. F« = i-.JL.f^i----*—-—--! ___i__--_}. 

En supposant maintenaat « ^ -^y on aura: 



• • ••) 



(pa^f^A.\i^(-ir{{i'-n^'^^ 



do nc : 

2 « I» 

'"'0 

Or: 

l.(-i)-.r»- »r--,^+r-- = j^„ =: ^^^ 

eto. , donc : 

204. ^« = -^._.(_p::j-j3-j—: y + -j^p:y_ J. 

De la mdme maniire on trouvera : 



\QQ Jibel, recherdi€S mir le$ ßmciions tUtpHques. 

En mettant «-s-/ au liea «e «y et changeant «nsnit« e en c et c en e, 

fe ohangent en: 
jene: 

(«m(a^) tiaCai»^) sb(5a-l) 



• • • 



<+f r+p- «•+j. 



/•/ -^ - ♦ « r'^*^) «o«(3«f) ^ co«(5«.|) 



• • •/• 



?"~"T t^ ^ *"^ 



Ces quatre derniires formulej offirent d'ezpreflsions tris «imples des 
fonction« 9«> /«» Fc^ Par los difförentiation« et intögrations on peut 
en d^duire une foule d'autres plag ou moins remarquables« 

33. 

Dans le caa, e = c^ les formules prteödentes prennent une fjurme 
plus simple, ä cause de la relation ctfsso^ qui a lieu dans ce oas* Soit 
pour plus de simplicitö essscssi, On a: 

— SL is?r fr 

r = Ä» = Ä% j = Ä^ = Ä% 
donc en substituant» etfaisant dans (204.)> (205.) «ssa^^ il rient: 

!£?r ^flZE 3gyr 3<ryr ftoir ftgyr 



/ 



an an 3an ^an San Ban 






67C Sn 






*p(4)==vr'"(4)iTr--""(^*f)iT^+"^^^ 






Les 



jihelf rechtrchiM $ur les foncHons elHptiques. tfil 

Les foDCtions (p, f, F sont dötermin^es par les ^quations 

* = (p(a|) = v^ii-x^ -=/(«t) = /•a+^) = ^{»jl 

Si dans les deux derniires formules on fait asbo^ et qu'on remar" 

que, qu'alors la valeur de — y — t- est = — , et celle de — 7— rv* =^ ^t 
on trouvera: 

/t« fc« , ft« f /*» aar 

(La conlinuation dans le cahier aaiTMit«) 
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13. 

Gleichungen der zweiten Ordnung in der Geometrie. 

(Vom Herrn Joseph L. Raahe.) 



JLlie allgemeine Gleichung der zweiten Ordnung^ sswischen swei verän- 
derlichen Gröfsen^ ist im allgemeinen von der Form: 

I. jiixf + By* + Cxy + 2?ic + Ey + l = 0, 
und diese Gleichung stellt eine ebene Curve vor^ die auch hervorgeht^ 
wenn eine Ebene und ein Kegel sich schneiden. 

Die GröTsen ^y B^ C, Dy E, nennt man die Constanten der Curve^ 
d. h.^ wenn diese Grölsen als bekannt vorausgesetzt werden^ dann ist die 
Curve der Grölse und Lage nach vollkommen bestimmt^ und x^ y, stel- 
len die Coordinaten irgend eines Punctes der Curve gegen irgend ein 
festgesetztes rechtwinkliges Coordinatensystem vor. 

Transfornüdrl man aber das Coordinatensystem^ auf welches die 
Gleichung (1) bezogen ist, dals man nemlich den Ursprung der Coordina- 
ten beibehält, und die Axe der x um einen Winkel a verschiebt^ so dals: 

lang 2 a = -j^^^, 

dann nimmt die Gleichung (1) folgende Form an: 

IL ^ V + Ä V + C'x + Dy +1 = 0. 

In dieser Gleichung kömmt das Product beider Coordinaten eines 
Punctes nicht mehr vor. Da nun der Winkel a immer eine mögliche 
Grölse ist, und die Gleichungen (I) und (U) dieselbe Curve vorstellen, 
so werden diese beiden Gleichungen nur riicksichtlich der Lage des Coor^ 
dinatensystems von einander verschieden sein. Wir wollen uns daher da- 
mit beschäftigen, den Unterschied dieser beiden Gleichungen auszumitteln. 

Zu diesem Zwecke wollen wir die Gleichungen der zweiten Ord* 
nung aus dem Gesichtspuncte ableiten, dals sie als Folgen des Durchr 
Schnittes eines Kegels mit einer Ebene angesehen werden. 

2. 
Es stellen X, JT, Z, drei sich senkrecht schneidende Coordinaten« 
axen vor« In der Ebene der XT, befinde sich ein Punct, dessen Coor» 
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dinaten^ parallel mit den Axen der JIT und JT, durch A und B vorgestellt 
werden. In der senkrechten Distanz m dieses Punctes sei der Mittel- 
punct eines Kreises » welcher parallel mit der Ebene der XF ist, und 
dessen Halbmesser R sein soll. 

Ist nun der Punct, dessen Coordinaten wir durch J! und B bezeich- 
net haben, der Scheitel eines Kegels, und der zuletzt erwähnte Kreis die 
leitende Curre, so ist die Gleichung des Kegels: 

R 

Nun ist — die Tangente des Winkels der Seite des Kegels mit des- 
sen Axe, und nennen wir diesen Winkel (p, dann ist die letzte Gleichung: 

lU, (x—^^ + (y—Sy = z*tang*(p. 
Ferner ist die Gleichung einer Ebene, die durch den Ursprung des 
Coordinatensystems geht, von der Form: 

ax + Äy '+ cj? = o. 
Ist n der Neigungswinkel dieser Ebene gegen die Ebene der XF 
und k der Winkel der Knotenlinie derselben Ebene in der Ebene der 
XY mit der Axe der X, so geht die letze Gleichung, die man hat: 

— 5= tang/2sin^; — = tang/icosir, 

in folgende über: 

IV. (vTsin* -f- ycosit)tang/i -j- z = 0. 
Die Gleichungen (III) und (IV) gehören der Durchschnittslinie der 
Ebene (IV) mit dem Kegel (III) zu. Wir wollen die Gleichung dieser 
Linie in der Ebene selbst, in welche sie fallt, suchen. 

Denkt man sich das zuerst festgesetzte Coordinatensjstem X, Y^ 
Zy transformirt, dafs die Axe der X in der alten Ebene der JfT den 
Winkel /• beschreibt, wodurch die neue Axe der x mit der Knotenlinie 
der Ebene (IV) in der Ebene der XJT zusammenfällt, und sind die Coor- 
dinaten eines Punctes, dessen Coordinaten im yorigen Systeme er, y, z 
waren, in dem jetzigen x^j y\ z'y so hat man: 

X = jr'cos* + y'sinh^ 
y =s: y' COS Ar — or'sinA:, 
z = z'. 
Durch Substitution dieser Werthe geht die Gleichung (III) in fol- 
gende über: 

34* 
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(x^cöBi + y'sink^AY + (/cos* — :c'sin* — B/ = z'*tang*.(P, 
und die Gleichung (IV) nimmt folgende Gestalt an: 

y'tang/i -|- js' = o. 
Es sind daher die Gleichungen der Curve gegen das so eben fest* 
gesetste Coordinatensystem: 

(ycos*+/sin*— ^)» + (y'cosir— ^'sin*— £)•— y'*tang*Äteng«<p =0, 

«' + y'tang/2 = o. 

Dreht man ferner die Ebene der XF um die neue Axe der x, bis 

sie mit der Ebene (IV) «usammenfallt, dann sind, wenn x'\ y'\ z'' die 

Coordinaten eines jeden Punctes der Ebene (IV) gegen das so eben fest* 

gesetjrte Coordinatensystem sind, da man hat z^^ s= 0: 

X' = 07", 

y' = y'^cosn, 

J5' =s — y"sin/i, 
und diese Resultate in die £wei letzten Gleichungen der Gurre substi- 
tuirt^ erhält man die einzige Gleichung: 

(ar"coSit+y"sin kcosn — /#)'+(y"cos n cos Ar— «^'sin k — Ä)V=y"*sin*/i tang*^, 
für einen jeden Kegelschnitt. 

Setzt man in der letzten Gleichung statt or", y", dieselben Buch- 
staben ohne die Zeiger, und rcducirt sie gehörig, so ergiebt sich fol- 
gende Gleichung: 

^+ y^(oos^n — sin'/Jtang^<p) — 2(-^cos* — Bsin*)ar 
— 2cos/2(y/sinA + 5cos/(')y 4- ^*-|.fi* = o, 
oder, wenn man sie durch -^*-f-Ä* dividirt, wird sie von der Formt 

ji'x^+By^ + C'x^ny^i = o, 

welche identisch mit der Gleichung (II) ist. 

3. 

Diejenige Gerade, welche durch den Scheitel und den Brennpunct 
einer Curve der zweiten Ordnung geht, nennt man Hauptaxe der Curve, 
und wenn der Schnitt des Kegels (III), welcher ein Kreis ist, die Basis des 
Kegels genannt wird* so fällt die Hauptaxe eines jeden Kegelschnittes mit 
der Geraden zusammen, welche die groTste Neigung gegen die Basis hat 
Nun gehört die Gleichung (11), nach dem so eben Gezeifi^ten, dann einem 
Kegelschnitte zu, wenn das Coordinatensystem so gewählt wurde, dafs die 
Axe der x mit der Knotenlinie der Ebene (IV) in der zuerst festgesetzten 
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Coordinatenebene XY jsusammenfallt. Da aber die Ebene der XF paral« 
lel mit der Basis des Kegels ist, so steht die neue Axe der x senkrecht 
auf der Linie^ welche in der Ebene (IV) Hegf, und die gröTste Neigung 
gegen die Basis des Kegels hat Ist aber- die Linie der gröTsten Nei- 
gung zugleich Hauptaxe^ oder wenigstens parallel mit der Hauptaxe der 
Curre, so bildet die Axe der x, auf welche die Gleichung (II) bezogen 
ist^ mit der Hauptaxe der Gurve einen rechten Winkel» 

Verwechselt man die Axe der x mit dep Axe der y^ so ist auch 
die Axe der y auf der Hauptaxe des Kegelschnittes senkrecht. Da fer- 
ner jede auf der so eben betrachteten Hauptaxe gezogene Senkrechte par- 
allel mit der zweiten Hauptaxe des Kegelschnittes ist, so läfst sich fol- 
gender Satz aussprechen: Wenn die Gleichung einer Curve der 
zweiten Ordnung von der Form (II) ist^ dann liegen die Coor- 
dinatenaxen parallel mit den Hauptaxen der Curve ^). 

4. 
Die allgemeine Gleichung der zweiten Ordnung zwischen drei ver- 
änderlichen GröTsen ist von der Form: 

V- ^Ä^ + By^ + Cz^ + Dary + Earz-f F7Z+Ga• + /fy-^-/z + l = 0• 
Diese Gleichung gehört jenen Flächen an, die unter dem Namen: 
Flächen der zweiten Ordnung^ bekannt sind. Es läfst sich aber mit den 
drei Coordinatenebenen 9 auf welche die Gleichung (V) bezogen ist, eine 
solche Transformation vornehmen , dafs diejenigen Glieder der letzten 
Gleichung^ welche die Producte je zweie^ der Coordinaten eines Punctes 
der Fläche enthalten, verschwinden, wodurch dann die Gleichung (V) in 
folgende übergeht: 

VI. ^'Ä^+Ä'y» + C'z« + J5'a:-f E'y + F'z + l = o. 
Setzt man in der Gleichung (V) ^ = «, oder y==:ß, oder ^ = y, 
so erhält man fiir einen jeden dieser Fälle, der Ordnung nach, folgende 
Gleichungen : 

a. }Ax' + Bz^^Exz4'(Dß4'G)x + (Fß + I)z4-Bß^^m+l 



.^x^'^-By^ + Dxy+(Ey + G)x + (^'7+ //)y + Cy*+ /7+ 1 = 0. 



*) Zwei wirkliche Hanptaien hat nun die Ellipse; die Hyperbel und Parabel hingegen haben 
our eine Hauptaxe* Man kann aber jede, auf dieser einen gesogene Senkrechte als lingirte zweite 
Hauptaxe ansehen. Im Kreide sind alle Dorchmesser Hanpfaxen, daVc** besieht Sfr ausgesprochene 
SalB ffür alle Corven der zweiten Ordnung. 
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Diese drei Gleichungen stellen Curven der zweiten Ordnung vor, 
und zwar sind diese Curven Schnitte der Fläche (V) mit Ebenen^ die in 
den senkrechten Distanzen o, ß, y, von den Coordinatenebenen yz, xz^ 
xjy angebracht sind. Da eine jede dieser Gleichungen (a) das Product 
der Coordinaten eines Punctes der Curven^ welche «ie vorstellen, enthalt 
so laufen daher, nach dem vorhergehenden Paragraph, die Coordinaten* 
axen, auf welche die Gleichung (V) bezogen ist, nicht parallel mit den 
Hauptazen der Curven {a). 

Lädt man hingegen in der Gleichung (VI) nach und nach x in off 
y in ß^ und z in y^ übergehen, dann stellen die so erhaltenen drei Glei- 
chungen : 

ebenfalls die Schnitte derselben Fläche mit den drei Ebenen, die mit den 
Coordinatenebenen, auf welche die Gleichung (VI) bezogen ist, in den 
Abständen et!y ß\ y^, parallel laufen, vor. 

Die Curven der Gleichungen (6) sind von der Art, dals ihre Haupt- 
axen parallel mit den Coordinatenaxen laufen. Man kann daher den Un- 
terschied der Gleichungen (V) und (VI), die derselben Fläche angehören, 
folgendermalsen ausdrucken: Ein jeder parallele Schnitt einer 
Fläohe der zweiten Ordnung mit einer der Coordinaten- 
ebenen, die der Gleichung (V) zii Grunde liegen, hat seine 
Hauptaxen nicht parallel mit den Coordinatenaxen; wäh- 
rend dafs ein ähnlicher Schnitt der Fläche, wo das Coordi- 
natensystem der Gleichung(VI)zu Grunde liegt, seine Haupt- 
axen parallel mit den Coordinatenaxen hat. 

5. 
Stellt [jTy r, z] das senkrechte Coordinatensjstem vor, auf welches 
die Gleichung (VI) bezogen, jede Flache der zweiten Ordnung vorstellt, 
und (x, y\ z) jedes andere senkrechte Coordinatensystem, das denselben 
Anfangspunct als das vorhergehende hat, so ergiebt sich, wenn man auf 
die Entstehung des Coordinatensystems [x, y, 2] aus dem (x, y, x) Rück- 
sicht nimmt, dals nur ein einziges Coordinatensjstem von def Art möglich 
ist, dafs wenn man eine Fläche der zweiten Ordnung darauf bezieht» die 
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Gleichung dieser Fläche jene Glieder nicht enthält , die die Producte 
«weier Goordinaten eines Punctes der Fläche enthalten; oder es giebt nur 
eine bestimmte Lage für ein senkrechtes Coordinatensystem | auf wel- 
ches eine Fläche der zweiten Oudnung bezogen ist, dals wenn man zu 
den Coordinatenebonen parallele Ebenen führt, diese Ebenen mit der Fläche, 
Curyen zu Schnitten geben, deren Hauptazen parallel mit zwei Coordina- 
tenaxen sind. 

Erinnert man sich, was unter Hauptschnitten einer Fläche der zwei- 
ten Ordnung verstanden wird, so ist klar, dafs wenn man diese drei 
Hauptschnitte oder je drei mit ihnen parallele Ebenen als ein Coordina- 
tensjstem ansieht, der so eben erwähnte Fall statt finden wird, nemlich : 
ein jeder mit einem dieser Hauptschnitte parallel geführte Schnitt zu 
der Fläche, wird auf der Oberfläche derselben eine Gurve erzeugen, de- 
ren Hauptaxen parallel mit den Hauptaxen des parallelen Hauptschnittes 
lein werden. Da es aber nur ein einziges Goordinatensjstem dieser Art 
geben kann, so mufs das Goordinatensystem [x, y, z] parallel mit den 
Hauptschnitten der Fläche sein, oder: Wenn die Gleichung (VI) 
eine Fläche der zweiten Ordnung Torstellt, müssen die 
Goordinatenaxen parallel mit den Hauptaxen der Fläche 
sein. 
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14. 

Euleri formulae de transformatione coordinatarum. 

(Auct. Dr« /• G. Jacohij Regiom,) 



1. vjum nuper animi causa plurima commentariorqm Academiae Petro- 
politanae voIumina perlustrarem^ incldi in commentationem Eulerianain 
inscriptam: 

Formulae generales pro translatione quacunque 

corporum rigidorum^ 
quae in tom. XX« noy. comin. a. 1775 legil^a*. Quas ibi exlkibet ille 
de transformatione coordinatarum formulas^ cum nee inelegantes sint 
et minus cognitae esse videantur^ hoc loco referam. 

Duo coordinatarum sjstemata rectangularia esse supponuntur, quae 
inilio gaudent communis vocentur alterius coordinatae x, y, z; alterius 
p9 Vy ^> atque sit: x ^=i %p -f-ß^ + Vr, 

y = «> + ß>+ l'r, 

Notum est 9 iqter norem coöfficientes cty ßj etc. sex intercedere re* 
lationeSy ita ul per quantitale tres exprimere liceat omnes. Eule ruft 
in commcntatione memorata novem illas quantitates Imnc in modum a 
tribus angulis »;> i?^ f^" pendere docet. Ponit ille: 

a = sin^ a' => cos^ sinn a^' = cos^ cosif 

ß = sin^' ß' = cos <"' sinn' ß'' = cos ^' cos n' 

«y = sin^'' 7' = cos^'^sini)'' 7" = cos^'^cosif^'. 

Posito cos(»! — f?Ocos(>j' — i)")cos(n'' — v) = — AA, 

probat, fieri: 

"^S^ ^^ co$ W—^) * *^^ *^ cos (17" — fj) ^ *S^ = cos (1^ — 1^0* 
fieri eliam: sin^ = — /"cotgy — >?) cotg(n — vO> 

sin^' = — /"colgCn — nO cotg(>i' — 0> 
sin i^' = — /"cotg (n'— n'O cotg (n"— ff)- 
3. In eadem commentalione Eulerus demonstrat^ semper dari 
axem, qui et ipse per initium commune transit, circa quem ita rotari possit 
alternm systema, ut in sitnm alterius perveniat. Neque tarnen in illa 
comnientatione formulas liuc perlinentes exhibere valet, sed rem in alia 
commentatione inscripta: 
Nova mcthodus motum corporum rigidorum determinandi 

re- 
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retractat; inTitaverat etiam ad suscipiendum negotium ingeniosum eius 
amicum Lexell, qui de eadem re agit in comroentatione inscripta: 
Theoremata nonnulla generalia de translatione 

corporum rigidorum. 
Utraque commentatio in eodem Tomo XX legitur. Sit angulus gj- 
rationis (Pi axis^ circa quem gjratio fit^ cum axibu3 coordinatarum x, 
yf z resp. formet angulos a, b, c^ unde 

cosacosa -f" cosbcosb -|- cosccos^ = 1. 
Gyratione transacta axem rcZv x ad axem roSv p^ axem roSv y ad axem 
rm fjy axem rm z ad axem r&v r pervenis^e supponitur^ ita ut axis gy ratio- 
nis cum axibus coordinatarum p, q^ r eosdem formet angulos Uy by c. Nee 
non ubi per axem gyrationis duo ducantur plana, quae per axes rw x et nSv 
p transeunt, duo, quae per axes räv y et rm q^ duo^ quae per axes r&v 
z et TOüV r transeunt, bina eiusmodi plana formabunt eundem angulum ^. 
Uterque invenit post calculos satis prolixo^ formulas sequentes: 

« = cos ^ sin a* 4* ^^^ ^% 
uf = sin<p cosc 4" cosa €os& (i — cos(PX 
a"s= — din^cosÄ -f- cosaco8c(i — C03<PX 
ß' SS cos (p sin Ä* -f" ^osÄ% 
ß''=: sin(p cosa + c^** cos^(l'— cos(p), 
ß = — sin ^ cos c-}- cos Ä cos ff (1 — cos^), 
y''= cos<p sin c* + cosc*, 
7 = sin(Pcosi + cos ä cos c (l — cos (P), 
y' = — sin(p cosö -|- cosi cose?(l — cos<p). 
Notentur adhuc relationes sequentes; 

a + jS' + y" = 1 + 2 Gos<p, 
quam formulam ex elegantissimis e%&e censeo; 

(f! — ß = 2sin(pcosc, a'4"ß = 2cosacosÄ(l — cos(P), 

ß'' — 7' = 2sin(p cosa, ß"+ y' = 2cosä cosc(1 — cos^), 

7 — «''= 2sin(Pcosi, 7 4-«'^= 2co8Ccosö(l — cos(p), 

a'«' — ßß = ß^'ß'' — 7^7' = yy — «'V= 4cos« cosä coscsin<P(i — cos(p), 

= 2(l + C0S(p) Ä= l + « + ß' + y" 

etc. etc. 

Demonstrationes, quas ilii VV. CU. dederunt, hodie elegantiores reddi 
possunt. Hie tarnen rem tantummodo indicatam toIo, atque iuvat, formu- 
las maxime memorabiles oblivioni eripuisse« • — ßegiom. Junii 1827« 
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15- 

Aufgaben und Lehrsätze, 

erstere aufzulösen^ letztere zu beweisen« 



Geometrische Lehrsätze von Herrn J. St eine r^ 

(Verfasser der Abhandlungen No. 6., 18,, 25., 31., 32. im ersten und No. 5. und 6. 

im zweiten Bande dieses Journals.) 

25. Lehrsatz. Wenn auf einer Kugelfläche drei beliebige Kreise ge- 
geben sind, so giebt es, im Allgemeinen, 8 Puncte, aus deren jedem die 
stereographischen Projectionen der drei Kreise einander gleich sind. 

26. Lehrsatz. Wenn in einer Ebene vier beliebige Kreise ge- 
geben sind, so kann im Allgenfieinen eine Kugel so gelegt werden , dals 
wenn man die vier Kreise nach der stereographischen Projection 
auf dieselbe projicirt, alle Projectionen einander gleich sind. 

27. Lehrsatz. Des Pappus „alter'' Satz (BandL S. 260. dieses 
Journals) findet ähnlicherweise auf der Kugelfläche Statt> nemlich, wenn 
JH, M^ (Fig. 1.) zwei beliebige Kugelkreise sind, die einander in B be- 
rühren, und man beschreibt irgend zwei andere Kreise m, m^, von de- 
nen jeder jene beiden berührt, und die einander berühren, und man fäl- 
let aus den Polen /w, m, auf den Hauptkreis BMM^y der durch die Pole 
^9 ^i %^^^y sphärische Lothe p^ p^, so ist, wenn man die sphärischen 
Radien der Kreise m, i?\ durch r, r, bezeichnet, allemal: 

sinrj sinr 

28« Lehrsatz. Wenn irgend ein sphärisches Dreieck j^BC (Fig. 2.) 
gegeben ist, und man ziehet aus seinen Winkeln durch irgend einen 
Punct P Hauptkreise (gröTste Kreise. D.H.) APJ,, BPB,, CPC^, welche 
die gegenüberliegenden Seiten in den Puncten A^y B^y C^ treffen, so hat 
man, wenn M der Pol und R der Radius des um das gegebene Dreieck 
beschriebenen Kreises ist, 

sin PA^ , sinPBx , sin PC, cos MP 

^itiAAj ' bin BB^ sin CC, cosü 

Soll daher die Summe der drei Quotienten zur Linken constant bleiben, 
so ist der Ort des Puncts P die Peripherie eines mit dem genannten 
umschriebenen Kreise parallelen Kreises. 
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29. Lehrsatz« Die Leitlinien aller Parabeln in einer Ebene^ von 
denen jede drei beliebige Geraden berührt, schneiden einander in einem 
und demselben Punot, und zwar in dem nemlichen Puncte, in welchem 
die aus den Winkeln des von den 3 Geraden eingeschlossenen Dreiecks 
auf die gegenüber liegenden Seiten gefällten Lothe einander schneiden» 

30. Lehrsatz. Berührt irgend eine Parabel drei Geraden, welche 
ein gleichseitiges Dreieck einschliefsen, so treffen die drei Geraden aus 
den Ecken des Dreiecks nach den Berührungspuncten einander im Brenn- 
puncte der Parabel. 

31. Lehrsatz, a) Berührt irgend eine Fläche zweiten Grades 
die 6 Kanten einer dreiseitigen Pyramide, oder ihre Verlängerungen, so 
schneiden die drei Geraden durch die Berührungspuncte der gegenüber- 
liegenden Kanten, einander allemal in einem Puncto^ und umgekehrt. 

b) Berührt von zwei beliebigen Flächen zweiten Grades jede die 
sechs Kanten einer dreiseitigen Pyramide, oder ihre Verlängerungen, so 
liegen die 12 Berührungspuncte allemal in irgend einer dritten Fläche 
desselben Grades. 

32. Lehrsatz. Jeder beliebige Punct in der Ebene eines gegebe- 
nen Dreiecks j^BC (Fig. 3.) kann einer der Brennpuncte eines Kegel- 
schnitts sein, welcher die drei Seiten des Dreiecks, oder ihre Verlänge- 
rungen, berührt^ und zwar ist d^r Kegelschnitt entweder a) eine Para- 
bel, oder b) eine Ellipse, oder c) eine Hyperbel, je nachdem der genannte 
Punct entweder ä) in der Peripherie des um das Dreieck beschriebenen 
Kreises, oder b) in einem der vier Räume £, £j, £,, JS,, oder c) in ei- 
nem der sechs Räume H^^ H^y H^j A^, A^, h^ liegt. (S. 5. Aufg.) 

Wenn im Falle (c.) der gegebene Brennpunct z. B. in dem Räume 
h^ liegt, so liegt der andere Brennpunct in dem entsprechenden Räume 

U^'y U. S. W. 

33. Lehrsatz. 1) Wenn in einer Ebene zwei gerade Linien -^f, 
CD (Fig. 4.) einander schneiden, so giebt es zwei andere Geraden EFy 
GHy die ihre Winkel halbiren. 

2) Sind drei Geraden JBy CD, EF (Fig. 5.) gegeben, so wird jede, 
z.B. ABy von den zwei Geraden GH und IK^ welche (nach 1.) zu den 
heiden übrigen gehören, in zwei Puncten geschnitten. Zusammen giebt 
es also 6 solcher Durchschnittspuncte, und von diesen 6 Puncten liegen 
4 mal 3 in einer Geraden. 

25* 
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3) Sind 4 Geraden gegeben^ so wird jede von den 4GeradeBy wel- 
che zu. den drei übrigen gehören (2.), in 4 Puncten geschnitten. Solcher 
Puncte sind also zusammen 16, und Ton diesen 16 Puncten liegen 8 mal 
4 in einer Geraden. 

4) Sind 5 Geraden gegeben, so wird jede derselben von den 8Gr6- 
raden, welche zu den 4 übrigen gehören (3.) in 8 Puncten geschnit- 
ten: dieses find zusammen 40 Puncte, und von diesen 40 Puncten lie- 
gen 16 mal 5 in einer Geraden j u. s. w. Ueberhaupt bei n gegebenen 
Geraden wird jede von den 2"^* Geraden, welche zu den n — i übrigen 
gehören, in 2""^ Puncten geschnitten, welches zusammen n.Q,""^ Puncte 
ausmacht, und von diesen Puncten liegen Q^"^ mal n in einer Geraden« 

Dieser Satz ist nur ein specieller Fall von einem allgemeineren Satze. 

34. Lehrsatz. Wenn in einer Ebene zwei beliebige Kreise iT, 
K^ (Fig.. 6.) gegeben sind, so giebt es eine Schaar, und zwar unzählige 
andere Kreise, von denen jeder jene beiden berührt, (diese anderen Kreise 
dürfen nicht nothwendig einer den anderen, sondern nur die Kreise K 
und Kj^ berühren. D.H.) und die Mittelpuncte dieser Schaar Kreise liegen 
in irgend einem Kegelschnitt. Dreht man jeden Kreis der genannten 
Schaar um einen seiner Durchmesser, so erhält man eine Schaar- Ku- 
geln, und dann giebt es eine zweite Kugelschaar, von denen jede alle 
Kugeln der ersten Schaar berührt, und deren Mittelpuncte ebenfalls in 
einem Kegelschnitte liegen j und zwar steht die Ebene des letzteren Ke- 
gelschnitts auf der gegebenen Ebene senkrecht, und schneidet sie in der 
Geraden £J^iy auch haben die beiden Kegelschnitte solche Beziehung 
zu einander, dafs die Brennpuncte eines jeden derselben mit den Haupt- 
scheiteln des anderen zusammenfallen, dafs daher nothwendig entwedei 
beide Kegelschnitte congruente Parabeln sind, oder dafs der eine eine 
Ellipse und der andere eine Hyperbel ist. 

Nimmt man tun unter der ersten Kugelschaar eine Reihe Kugeln 
m, m^y m^ m^ ..«.. an, welche einander der Ordnung nach berühren, 
so findet, wie im ersten Bande dieses Journals, S. 256., bewiesen, wenn 
die Reihe commensurabel ist, d. h., nach einem oder nach mehreren 
Umläufen in sich zurückkehrt, das Nemliche allemal Statt, an welcher 
beliebigen Stelle man auch das erste Glied m der Reihe annehmen mag. 

Es findet nun ferner folgendes Gesetz Statt: „dafs es, wenn in 
der ersten Kugelschaar eine commensurableReihe ntym^y ntg, 
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nfs »••#» möglich ist^ allemal auch in der zweiten Kngel- 
schaar eine commensurable Reihe Jf, M^^ M^, AT,...«« giebt," 
und £war sind beide Reihen dem folgenden sehr merkwürdigen gemein- 
schaftlichen Gesetz unterworfen: 

^^Bezeichnet man nemlich die Zahl der Umläufe der er- 
sten Reihe durch u, und die Zahl ihrer Glieder (Kugeln) 
durch riy und ferner die Zahl der Umläufe und Glieder der 
«weiten Reihe durch 27 und IV, so ist allemal: 

n "T^ i^ "" ^* 
Ein specieller Fall dieses Satzes steht im ersten Bande dieses Jour« 
naisy S. 272., wo nemlich i/ = l, /i = 3, Z7=l und -?Vs=6 ist. 
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35. Die Zahl der Primzahlen zu finden, welche kleiner sind, als 
eine gegebene Zahl. 

36. Zu beweisen, dafs sich alle imaginaireGroTsen- Formen durch 
/* — 1 und reelle GröTsen ausdrücken lassen. 

37. Die Unterscheidungszeichen der gröTsten und kleinsten Werthe 
gegebener beliebiger Functionen von zwei und mehr unabhängig verän- 
derlichen GröTsen zu finden. 

38. Eine bestimmte, keiner Ausnahme unterworfene Definition 
stetiger Functionen zu geben. 

39. Wenn alle Glieder einer unendlichen Reihe reelle Grölsen sind, 
und die Reihe conyergirt, so ist die Summe der Reihe nothwendig 
reell. (Man sehe auch die Abhandlung 4. im yorigen Heft dieses Jour- 
nals.) Wenn alle Glieder der unendlichen Reihe reell sind, die Reihe 
divergirt aber, so kann die Summe sowohl reell als imaglnair sein. £s 
fragt sich, ob aus dem Gesetz der Fortschreitung der Glieder der Reihe 
erkannt werden könne, ob die Summe reell sei oder imaginair, und wie. 

40. Diejenige unbekannte Function, z. B. von a und n, welche 
die Eigenschaft hat, dals sie für ein ganzzahliges n ein Kettenbruch^ 

s. B. itir /i=:3, gleich ^ ist, und die aufserdem für jedes n die 

nemlichen Eigenschaften hat, wie für ein ganzzahliges n, in eine Reihe 
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£11 entwickelo. Die Function \^ird in die CUsse derjenigen gehören, 
welche Euler inexplicable nennt« 

41. ADEy BFD, AGF, BHG, AIH, BKI, etc. (Fig. 7.) sind ge- 
rade Linien, und ED ist gleich DF z=z GF ^ HG = IH = KI etc- 
Man soll den geometrischen Ort der Puncto X>, G, /..... und EyFj 
Hy K finden. 

42. Wenn man die 4 dreieckigen Seiten -Ebenen einer beliebigen 
dreiseitigen Pyramide und die 6 Winkel an den Kanten, welche^sie ein- 
fichliefsen, su bestimmenden Stücken der Pyramide nimmt, so wird 
die Pyramide auf 8 verschiedene Arten durch diese Stücke, theils unbe- 
dingt, theils bedingt, bestimmt, nemlich: 

1) durch drei Seiten - Ebenen, unbedingt; 

2) durch zwei Seiten - Ebenen und den eingeschlossenen Kanten -Win- 
kel, unbedingt} 

3) durch zwei Seiten -Ebenen und einen an der einen liegenden Kan- 
ten-Winkel, bedingt; 

4) durch lEwei Seiten -Ebenen, nebst dem ihnen beiden gegenüberlie- 
genden Kanten -Winkel, unbedingt; 

5) durch eine Seiten -Ebene und die drei daran liegenden Kanten- 
Winkel, unbedingt; 

6) durch eine Seiten -Ebene und die drei Kanten - Winkel an einer 
daran liegenden Seiten -Ebene, bedingt; 

7) durch eine Seiten- Ebene, einen anliegenden und zwei abliegende 
Kanten - Winkel, unter welchen der dem anliegenden Winkel gegen- 
über, bedingt; 

8) durch eine Seiten-Ebene und die drei abliegenden Kanten -Winkel, 
bedingt. 

Die Fälle 1., 2«, 3., 5., 6., 7. lassen sich ohne Rechnung, durch blolse 
Anschauung, oder geometrisch, aus der Figur, beweisen« (Man sehe des 
Herausgebers Lehrbuch der Geometrie, 2. Band, §. 525.) Es wird das 
Gleiche für die Fälle 4. und 8. verlangt. 

43. Mit gegebenen Seiten - Ebenen ist nur ein Polyeder möglich. 
Cauchy hat bekanntlich diesen Satz zuerst allgemein bewiesen, und 
zwar mit Hülfe des Eu 1er sehen Satzes, dafs die Summe der Zahlen 
der Ecken und der Seiten -Ebenen jedes Polyeders um 2 gröCser ist, als 
die Zahl seiner Kanten, und mit Hülfe des eigenthümlichen Satzes, dafs. 
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wenn sich die Winkel einer beliebigen körperlichen Ecke mit unverän- 
derlichen Seiten verändern^ dieselben nur theils ab^ theils zunehmen kön- 
nen , und dafs die Zahl der Wechsel des Abnehmens und Zunehmens 
nicht kleiner sein kann^ als 4. (Man findet diesen Beweis unter Ande- 
rem vollständig in dem oben (bei 8.) erwähnten Lehrbuch der Geome- 
trie^ §.555.) Es ist die Frage^ ob kein anderer^ wenn auch nicht direc- 
ter, so doch noch einfacherer Beweis möglich sei? Auch wäre zu un- 
tersuchen^ ob nicht allgemein ^ wie es scheint ^ ein beliebiges Polyeder 
schon durch seine Seiten - Ebenen weniger eine^ bestimmt wird, 

44. Eine Curve durch zwei gegebene Puncto zu legen ^ von der 
Art, dafs sie in den beiden Puncten gegebene Tangenten hat^ und die 
Krümmungs-Halbmesser Gleichvielfache von den zunehmenden Bogen sind. 

45. Eine Curve in der Ebene durch 5 gegebene Puncto zu legen, 
von der Art, dafs, wenn man die Länge der Bogen der Curve und ihre 
Krümmungs- Halbmesser als die rechtwinkligen Abscissen und Ordinalen 
einer anderen Curve betrachtet^ diese zweite Curve einer mit der Ab- 
scissen -Axe parallelen geraden Linie so nahe kommt als möglich. 

46. Wenn zwei Ecken eines geradlinigen Vielecks in der Ebene 
fest sind, und die Länge aller Seiten des Vielecks unveränderlich dieselbe 
bleibt, den geometrischen Ort der übrigen Ecken zu finden. Dieser geo- 
metrische Ort wird zum Theil nicht blofs eine Curve, sondern eine um- 
schlossene Figur sein. 

47. Die Bewegung einer sogenannten fliegenden Brücke (Gier- 
Brücke), d. h. eines Schiflfes zu untersuchen, welches in einem Strome, 
mittelst eines langen Seiles, durch einen festliegenden Anker gehalten, 
und schief gegen den Strom gerichtet, durch den Stofs des Wassers von 
einem Ufer zum anderen getrieben wird. Der Vereinfachung wegen 
wird das Schiff von rechtwinklig- parallelepipedischer Form, das Anker- 
seil als eine gerade Linie, ohne Dicke, und die Geschwindigkeit des 
Wassers in allen Puncten <les Querschnitts des Stromes gleich grofs an- 
genommen. Gesucht wird die Geschwindigkeit des Schiffes in den ver- 
schiedenen Puncten seiner kreisförmigen Bahn für gegebene Neigungen 
seiner Wände gegen die Richtung des Stromes, desgleichen diejenigen 
Neigungen der Wände gegen die Stromrichtung, unter welchen das Schiff 
in der kürzesten Zeit von einem Ufer zum anderen gelangt. 
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48. An einer der ältesten Arten Ton Tisch -Uhren bewegt sich 
das Pendel nicht hin und her^ sondern Im Kreise herum ^ das helbt: es 
beschreibt den Mantel eines Kegels mit kreisförmiger Grundfläche und 
lothrechter Axe^ dessen Spitze im Aufhängepuncte Hegt. Die Pendel sol- 
cher Uhren sind etwa wie der Compafs in einem Schi£f aufgehängt^ nem- 
lieh wie es (Fig. 8« a.b. cd) yorstellen, (Gleiche Theile in den Figuren 
sind mit gleichen Buchstaben bezeichnet). Der festunterstützte Ring 
j4BCD trägt eine Schneide EF^ welche daran befestigt ist Diese 
Schneide trägt einen 'losen^ darauf ruhenden Ring PQRS, und. dieser 
Ring eine zweite Schneide GH, die an dem Pendel IK befestigt Ist, und 
w'elche die erste Schneide genau rechtwinklig durchkreuzt. Die Pen» 
delstange I£ geht durch die Schneiden GH und EF und durch die 
Ringe JBCD und PQRS hindurch. Unten an derselben ist ein starkes 
Gewicht befestigt. Die Länge des Pendels vom Ruhepunct bis zum 
Schwerpunct desselben und des daran befestigten Gewichts, ist ungefähr 
20mal so grofs als die Lange der Schneiden EF und GH. Unterhalb 
des Schwunggewichts endigt das Pendel in einen Stift, welcher Ton 
einem, über einen Steeg ausgespannten Haar herumgeführt wird. Der 
Winkel an der Spitze des Kegelmantels, welchen das Pendel beschreibt, 
beträgt tV bis yV eines Rechten. Den Steeg mit dem Haar setzt unmit- 
telbar die Uhr vermöge Ihrer Feder in Bewegung, und das Schwung« 
Pendel dient, die Bewegung der Uhr gleichförmig zu erhalt<&n. 

Es wird eine Untersuchung der Bewegung des beschriebenen Pen- 
dels verlangt. Zur Erleichterung der Rechnung wird von dem Wider- 
stände des Mittels, so wie von aller Reibung abstrahirt, und die Kraft 
der Uhrfeder, oder die Kraft, mit welcher das Haar auf de«i Steege das 
Pendel umherfiihrt, unveränderlich angenommen. Es wird gefragt, wie 
stark diese Kraft sein müsse, damit das Pendel beständig in dem Mantel 
eines und desselben Kegels, oder doch selir nahe sich so bewege; des-- 
gleichen, welche Linie sein Schwerpunct beschreibe, wenn die Kraft deir 
Uhrfeder gleich Null gesetzt wird. Die beschriebene Art der Aufhän— 
guDg des Pendels kommt bei der Untersuchung wesentlich in Betracht. 



16. 
Üeber Interpolations- Formeln, desgleichen über An- 
wendung derselben auf die Auflösung algebraischer 

Gleichungen von beliebigen Graden^ 

(Von Herrn Louis OUvier.) 



EjB sei fz irgend eine Function der Grö£se z^ Die Function fz für 
Werthe von z berechnen^ welche £wischen bestimmten Werthen von 
M liegen f liir welche man yielleicht die sugehöngen Werthe Ton fz 
•ohoa kennty hellst bekanntlich: Interpol Iren« 

Es giebt swei Fälle* Die Form oder das Gesetz / der Function 
fz kann bekannt sein oder nicht 

Im ersten Falle giebt der entwickelte Ausdruck von fz ebenso- 
wohl die eingeschalteten Werthe yonfz, als die^ zwischen welchen sie 
einzuschalten sind, und jene sind eben so bestimm t, wie diese. Es kommt 
also alsdann blols auf eine allgemeine Entwickelung von fz an* 

Im zweiten Fall hingegen sind die einzuschaltenden Werthe von 
fz unbestimmt, und können, strenge genommen, gar nicht gefunden wer- 
den, eo viele Werthe von fx auch für bestimmte Werthe von «, zwi* 
sehen welchen jene liegen, gegeben sein mögen. Denn da das Gesetz 
der Abhängigkeit der GrÖIse fz von z nicht bestimmt is^ so kann man 
die eingeschalteten Werthe willkürlich annehmen ^ und die Aufgabe 
vom Einschalten existirt unter diesen Umständen im Allgemeinen gar 
nicht Insofern aber, der Natur des Gegenstandes nach, ein Gesetz / für 
fz wenigstens Yorhanden ist, welches man nur nicht kennt, so kann 
man sich demselben dadurch nähern, dafs man statt fz irgend eine 
Function Fz von z willkürlich setzt, welche die Eigenschaft hat, da£i 
sie für die beztimmten Werthe von z die zugehörigen bekannten 
Werthe von/* ebenfalls giebt. Man legt gleichsam, wenn man sich 
z. B. die bestimmten Werthe von Zp deren n sein mögen, als die Abscis- 

Crtllt*ft JoamiL II. Bd. S^ilft. 36 
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sen einer unbekannten Curve, und die zugehörigen Werlhe von f%^=s y 
als die sugehörigen rechtwinkligen Ordinaten vorstellt, durch die, nach 
der Voraussetzung auf diese Weise gegebenen n Puncte der unbekannten 
Curve irgend eine willkürliche Curve, deren Ordinaten Fz:=zv sind, 
und welche die Eigenschaft hat, dals sie durch die gegebenen n Puncte 
gehet j und diese Curve nimmt man für die gegebene. Aber auch diese 
Näherung ist noch willkürlich. Es können unzählige Functionen Fz die 
Eigenschaft haben, dafs sie für n bestimmte Werthe von z gegebene 
Werthe annehmen. Denn es können unzählige Curven, deren Ordinaten 
t;= Fz sind, durch die n gegebenen Puncte gehen* Allein, wenn man 
anders versichert ist, dafs die unbekannte Function fz continuirlich 
ist, das heifst, dafs die Curve, deren Gleichung /z = ^ ist, stetig, oder 
ohne Unterbrechung fortläuft, und man nimmt willkürlich eine Func- 
tion Fzy die ebenfalls continuirlich ist, oder eine Curve Fz s= v an, die 
ebenfalls stetig fortläuft, so ist die Wahrscheinlichkeit, dab die 
beiden Functionen fz und jPz, oder die beiden Curven /z = y und Fzssv 
einander nahe kommen, und dals folglich die, nach der willkürlichen 
Gleichung Fz = v, eingeschalteten und für die, zu den nemlichen z ge^ 
hörigen y, genommenen Werthe von v den zugehörigen y nahe kom- 
men, um so gröTser, je grölser n ist, oder je m^hr Werthe von /z, für 
bestimmte z, gegeben sind. Von den willkürlichen Functionen Ft:^ wel- 
che man statt der unbekannten fz setzen kann, nimmt man zur Eiieich- 
terung der Rechnung gewöhnlich die einfachste an, welche die Torge- 
schriebenen Bedingungen erfüllt 

In diesem zweiten Falle giebt es aber wiedet* zwei einzelne Fälle. 
Entweder nemlich können die r, für welche die zugehörigen y ^=fz ge- 
geben oder bekannt sind, gleichviel, oder ungleichviel von einan- 
der verschieden sein. 

Zusammengenommen also sind die FäHe folgende: 

Erster Fall, wenn die Form / der Function fz gegeben ist Als- 
dann ist blofs fz zu entwickeln nöthig. 

ZweiterFall, wenn /nicht bekannt, sondern nur/z für einzelne 
bestimmte Werthe von z gegeben ist, und zwar: 

et) wenn diese bestimmten z gleichviel von einander verschieden 

sind, 
ß) wenn sie ungleichweit von einander entfernt sind. 
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Wir wollen die allgemeinen Formeln für diese yerscbiedenen Fälle 
entwickeln, mit der Formel für («) im zweiten Falle anfangen, und über 
die Ausdrücke und ihre Entwickelungen einige Bemerkungen machen. 



I. Interpolations-Formel für/z, wenn nicht/, sondern nur 
einzelne Werthe von /s, für gleichweit von einander 

entfernte z, gegeben sind. 

2. 
Man setze 

t. /(z + A) =/oZ + */z + l(i--X)/.z + *(* — X)(lr— 2X)/3Z.... 

WO k und X beliebige GroTsen sind, hingegen von /z, /z, f^z etc. vor- 
ausgesetzt wird, dafs sie von k nicht mehr abhängen, sondern nur von 
z und h. Ob das Letztere möglich sei, mufs das Resultat der Entwick- 
lung zeigen. Ferner werde vorausgesetzt, dafs die Reihe für/(z-j-/t) 
(1.), in sofern sie ohne Ende fortläuft, convergire, und für kein z 
und k unendlich grofs sei, oder vielmehr, die Gleichuiig (1.) werde auf 
diese Fälle beschränkt. Da alsdann der Rest jR, wenn die Reihe un- 
endlich ist, nothwendig Null sein mufs, so sind, für ^ = 0, alle Glieder, 
bis auf das erste, Null, weil alle Glieder k zum Factor haben. Also ist 

2. fz == /oz. 

Um so mehr sind, für Är=:X, alle Glieder, bis auf die beiden er- 
sten, gleiche Null, weil alle k — h zum Fantor haben. Für * = 2X sind 
alle Glieder bis auf die drei ersten gleich Null, weil alle k — 2Ä zum 
Factor haben, und so weiter. 

Nun setze man in (1.) z^h, statt z, und A+Ä statt t, so findet man 

3. /(x + *+X) =/(x + ^) + */.(^ + ^)4-*(*— A)/a(^+X).... 

. . . . -f k.{k—K) (k—2K) ....[*— (n — i)Klf,(z + K) -f R, und 

4. /(x+*+X)=/z + (* + X)/,z.f (* + X)i/.z.f .... 

. . . . + (A + X) /i(Ä— X) .... [A — (/2— 2)Ä]/,z + R,y 

^wo B^ und B^ ebensowohl Null sind als R. 

Man ziehe die Gleichung (1.) von den Gleichungen (3. und 4.) ab, 
und setze die gleichen Reste einander gleich, so findet man: 

26* 
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/(*+*)-/* CS fz-fz 

+ )fc|/, (* + *)-/« *1 +(* + *-*)/,* 

+*(*-») CA (»+*)-/.»] + [(*+A)*-»(*-*)l/a « 

+t(t-A)(*-2i)[/,(*+x)-/, «] +[(*+*) *(*-^)-*(»-*)(*^2i)i/; * 

+*(Jb-i)....[ifc-(n— l)A]|/,(z-Hl)— /.*] 4.[(l:+i)t(jfe-jl). ...(»— 0«-2)i) 
4.Ä,— Ä — *(*— X)(t-aA)....t— («— 1)*1A« 

oder: 
5. /(*+*)-/« = A/.« 

+l-(fc-A)(i-2Ä)[/,(*+A)-/, x] +4Xk(k-X){k^2X)f^, 

+ *(*-*) .... [Jfc-(it— 1)A] LA (*+A)-/, *] + 1, i t(Jb-i) (t-2A) .... £t-(ii-2)Al/. * 

Man setze in dieser Gleichung AssO, ao bleiben rechts tmd links 
nnr die ersten Glieder. Also ist : 

Man siehe die Gleichung (6.) von der Gleichung (5.) Af diridtre 
den Rest durch ky und setze hierauf £=:Ä^ so bleiben wieder nni rechts 
und links die ersten Glieder des Restes, weil alle übrigen k-^h cum 
Factor haben» Also findet man: 

Man siehe die Gleichung (6.) und die Gleichung (7.)f letstere mit 
k multiplicirt, Ton der Gleichung (5.) ab^ diWdire den Rest nout A(A— X), 
und setze alsdann Ass2X, so findet man auf gleiche Weise , wie leicht 
SU sehen: 

80 kann man immer fortfahren, und findet susammengenommen : 

q ]/a(x + A)-/.z==3X/;x, 
^•y,(x + X)~/3X = 4A/,z, 

[/,-,(x+A)— /,^z = /1A/.Z. 
Nun bezeichne man die Differenzen 
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/(x + X) — /» durch ^if* 

j/i(»+^)--/i» durch Ai/x, 
la </.(s+X)— /•« durch ^i/.x, 



/»-i(« + ?^)— /—i« durch ^ifn%, 
to isty sufolee (9.), 

'A,/* » ^/;t, «ko /x » ^, 

|Ai/.« s aX/A abo/,x » ^Ji, 



^ 3i ' 



Alf** ^ 3 Vs^ aI'O .A> 



Ji^^z » «XAx, also /.x « ^2^ 



Daraus folgt: 







2.3.1 



tf 



a;/* 



oder auch, vermöge (9.), weil e« B. /i(« + ^) — /i« = 2Ä^z, niohtg An- 
deres 181, als /,z == -ililtjli;^, wenn man darin r + A statt z setzt, 
und /|X wieder abziehet, folglich nichts Anderes alsi 

2A/t^ — 1 = f ' , 

SO dab 

f^ ^ f(^ + 2X)-2Az+X)+/z 

wenn man auf diese Weise fortfährt, die Gleichungen (9.) jede in die 
folgende su setzen: 
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r, _ /(x + A)-/z 
J,Z -j^ , 

I f /U-f2A)-2/(z+A)+/a 

Y* "2X5 f 

/„z ______ ^ 

welches das Nemliche ist wie (12.)» indem 

J^iVz = /(s + aX) — 2/(r. + X) 4./S, 
14. l^lfz = y'Cz + 3 X;~ 3/(z 4- 2 X) + 3/(z + X) — A 

Ai/z =/(z+/7X) — ä/[z 4- («— 1)X] + ^^^^/r« + in-^)K} ... . ±/5. 

Setzt man nun die gefundenen Ausdrücke son f^Zj Jx^t .^2....y,2 
(2. und 12.) oder (2. und 14.) in die vorausgesetzte Reihe (1.)^ ta er- 
hält man: 

, Jfc(Jfc — A)(»:— 2A) r)fc_(n — 1)A] .1, ^ , p 

+ 2.3. ...I.A' ^'^'- + ^' 

oder: 

16. /(* + i)=A 

+ ^fe^^[/(^+2^)-2/(^+^)+^] 

+ ^^^^^f^[/(« + 3X)-3/(^ + 2A) + 3/(z + X)-/zJ 

+ A 

3. 
Dieses ist eine Infei^olations- Formel, vermittelst welcher sich aus 
den gegebenen Werthen /z, /(z + ^)» /(^ + 2X), y(z + 3X) /(z + nX) 
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▼on /rv für gleich viel von einander verschiedene Werthe r^ ^ + ^> 

£ + 2 A, r + 3Ä Z + /2X von X, wie man siehet, der Werth f{z -|- k) 

yon fzj fiir einen beliebigen Worth Z'\'kvon z finden^ also der Werth 
▼on /^ für einen beliebigen Werth z-^-k von z einsehalten läCst. 

Ist k ein Vielfaches von Ä, «. B. m X, so ist f(z + A) entweder, wenn 
m^n^ einer der gegebenen Werthe von z selbst ^ nemlich /(z + m X), 
oder kann doch vermittelst der Formel genau gefunden werden; denn 
in beiden Fällen bricht die Reihe ^ wie leicht zu sehen, mit dem mten 
Gliede ab. Ist hingegen A kein aufgehendes Vielfache von X, sondern 
ein Bruch gegen X, oder incommensurabel mit X, so laufen die Reihen 
(15. oder 16.) ohne Ende fort. In diesem Falle mufs die Reihe^ wenn 
sie Statt finden soU^ convergirenj denn auf dieser Bedingung beru- 
het ihre Herleitung. 

Zufolge einer früheren Abhandlung (No. 1. in diesem Bande) con- 
vergirt eine Reihe, wenn das nte Glied derselben mit n multiplicirt, 
für /i = oo. Null ist. Es muls also, wenn die Reihe (15. oder 16.) con- 
vergiren soll, 

2.3 T.nA* ^J^J^ 

l^eich Null sein, iiir /i = ao. Der Coefßcient von A"/^ in ^^^^ ^™' 
druck (17.) ist der Quotient zweier Factoriellen, also der Ausdruck 
so viel als: ^,^2 

Nun ist, JEufolge der Formel (12.), in der oben benannten Abhandlung: 



19. 



^ T 
c»*»* 



a I 



(1 \* P a « 



Will man -;;^ mit -^ vergleichen, so muö man 

20. asszhy «=1, p^sf=:nf i = — X, ß = + l 
setsen« Alsdann ist, sufolge (19.): 

(1 \ ^ ** »* J 



1—1. 1 



— —SS—. . ,( — x)\ — j — - oder: 
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Nach der oben erwähnten Abhandlung (daselbst. Gleich. 17.) ist: 

22. l 






jk\^+'''' 



Also ist in (21.) : 

— * i 

J)3. ^«-^^^ ^^ 1— «^ •(--) (-'^)"' 

Nun ist für n sszoo. 






Also ist in (23.) t 



1, 



= !»'• = 1. 






24. *' 






folglich in (18-): 

Der Factor \— j-J ist immer endlich ^ so lange nicht X s= o irt^ 

v^ährend k einen endlichen Werth hat Es kommt also nur auf den 

Bruch ■ i am Dieser ist^ so lange nicht A^fs unendlich grols ist^ 

immer Null, wo t und }i einerlei Zeichen haben , oder -y- positiv ist. 

ie Reihe (15. imd 16«) convergirt also immer, so lange nicht A^f^ 

un- 
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unendlich grofs iatp und k und X nicht yerschiedene Zeichen haben. 
Alsdann also gilt sie auch allgemein für beliebige ff z^ k und K 

Sind^ im Fall die Reihe nicht abbricht > nicht unzählige Glieder^ 

sondern nur eine endliche Zahl von Gliedern gegeben^ %. B. fty /{l -|- X)^ 

f{z^2,K) 4 . • • • fi^-^^Kf w berechnet man m+l Glieder der Reihe^ 

und läüst die übrigen weg« Dieses gehet besonders alsdann an. Wenn 

^j^fz, £^\fz etc. der Reihe nach immer kleiner werden« 

Die Reihe ist an Gestalt der bekannten New ton sehen luterpola- 
tions- Formel gleich. Die gegenwärtige Entwickelung aber zeigte dafs 
sie nicht blols dann gilt^ wenn sie abbricht^ oder wenn Ar ein aufgehen« 
des Vielfache von X ist^ sondern, unter den für die Conrergenz noth- 
wendigeh Bedingungen^ auch dann noch> das heilst , dals sie auch dann 
noch fO^^k) genau giebt, wenn k und K zu einander Brüche , oder 
mit einander incommensurabel sind, in welchem Falle dann die Reihe 
ohne Ende fortläuft. 

Nimmt man, wenn t und X su einander Brüche, oder commensu- 
rabel sind, nur einen Theil der Glieder, vom ersten an, oder auch, 
wenn A ein Vielfaches von A ist, nicht alle Glieder, so giebt die Reihe 
/(x-)-A) näherungsweise« 

Die Reihe ist unter den Interpolations- Ausdrücken, die, nach der 
Bemerkung in (1.)» auch in dem gegenwärtigen Falle noch willkürlich 
sind, eine von denen« die sich am nächsten darbieten. Weiter unten 
wird noch eine andere Torkommen. 

IL Inti»rpolati4>ns- Formel für fz^ wenn / bekannt ist 

4. 
Wenn / gegeben ist, so kommt es blols darauf an, /z für einen 
beliebigen Werth von r, z.B. zJ^h» allgemein, also näherungsweise durch 
eine Reihe zu berechnen, miJÜiin auf die Entwickelung Ton/(z-j*^) 
in eine convergirend^ Reihe. 

Diese Reihe kann man unmittelbar aus der obigen (15. 16.) fin- 
den, wenn man darin X=sO setct Die Gro'Isen, in welche alsdann 

A,fz A|/x AJ/z 
T^' "I^* ^P~ "°' 

übergehen, beseichnet -man ^wohnlich durch 

Crdle'* Jommal. U. Bd. 3. Bft. Ü7 
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hfs B*fz a»/* » 

■"^» T^* T^ ****•' 
so dafs 

dz J ' 

:a»/* _ /(«+2;t)^s^(*+^)+ /< 

1-^-^ X3 » 

26 ^^'/' — /(* + 3 X) - 3/(x + 2 i) + 3/(z + A) -fz 

ist, für Ä = 0. 

Die Factoriellen *, *(*— A), *(*— Ä)(A— 2X) etc. gehen, für A=0, 
in die Potenzen A, A*, A^ etc. über. Es könnte zwar scheinen, dafs für 
ein unendliche« n^ 

nicht nothwendig gleich A** sei^ weil, wenn z. B. Xs= — gesetzt wird, 

wm 

welches, für 12 = 00, Null wäre, der Factor A — nA nicht A, sondern 

1 1 

A — 1 ist. Aber es hindert nichts, statt As — auch z.B. X=:-7, oder 

Xss --- zu setzen, wo m^i ist. Alsdann ist imnaer A — /iX^sA, für 

/2 = cx). Die Reihe (15. oder 16.) gehet also, fiirXssO, zusammenge» 
Bommen in folgende über: 

27. /(Ä+A)_/z + Ä^+y,-^^ + ^..j-^,... + 2.3....,t-7F+^ 
Da nach der oben erwähnten Abhandlung (§• 6. X.) der Coeffioient 
, /smal genommen, für 12=00, immer Null ist, so lange k end- 



<c.ö** ««71 

lieh ist, so conTorgirt die Reihe immer, so lange -^r^^ nicht unendlich 



grofs ist. Man kann afso demnach , unter dieser Bedingung^ den Werth 
▼on fz für jeden beliebigen Werth z -f- A von t berechnen , und sich 
folglich der Reihe als Interpolations- Formel bedienen. 

Die Reihe ist, wie man siehet, die sogenannte Taylorsohe, die 
man also auf diese Weise aus den eigentlich noch allgemeineren Reihen 
(15. oder 16.) ohne alle jene Schwierigkeiten findet, die sonst gewöhn* 
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lieh mit der Entwicklung des sogenannten Tajio r sehen LefarsatMa ver- 
bunden sind *')• 



III. Interpolations-Formel für /jc^ wenn nicht ^ sondern nur 
einzelne Werthe von fz, für ungleich voa einander 

verschiedene z gegeben sind« 

5- 

Man set£e 

2a fz = y, 

und beseichne die zn den Werthen 

^if ^9 Zj«»««^ von z 
gehörigen und gegebenen Werthe Yonfz^=y durch 

Xif y%9 y^* •• •Xn^ 

so kommt es darauf an, eine Function von z aufzustellen , welche die 
Eigenschaft hat^ da(s sie y^, y^^ y%*^**yn gi^ht^ wenn man z gleich 
^if ^%f ^5*«-«^n setsL Aufserdem ist für diese Function keine Bedin- 
gung vorhanden^ und ihre Form ist ganz willkürlich. Wenn die 
Function aufgestellt isl, so lälst man sie für jeden beliebigen Werth 
von z gelten^ und kann also dadurch Werthe von fz zwischen y^^ 
ytf y^^^^^y^ einschalten. 

6« 

Da die einfachste Functions- Form die rationale istt so kann 
man z. B setzen; 

29. y = «o -f a,z -f a^z* + a^f^ -}-..,, + «„-»s*-*, 
wo «o, a^y «3, ft3«*«*^n->i9 ^ unbestimmte CoefBcienten sind, die sich 



^) Anmerkung dts Herausgebers. Die obigen KesulUlc sUmnen mit dien jenig^u Obw- 
«10, die der Herausgeber in seiner Scfarifi: ,yVersncb einer allgemeinen Theorie der analytischen 
Faculfäten, Berlin bei Reimer, 1823/* und awar seines Wissens snerst miuheilte» und vorauf er 
seine Theorie der FscnUSten, desgleichen z. B. den ersten, wirklich strengen Beweis des binomi- 
schen Lehrsatses gründete, der sich auch, noch weiter vereinlacht« in seinem Lehrbuch der Arith- 
metik und Algebra, Berlin bei Ramer iß2S, ($. 223.) findet Die obige Entwickelung ist aber aller- 
dings noch einfacher und besser, auch ist die Bemerkung wegen der Conirergens der Reibe hinzu- 
gekommen. Der Herausgeber bat die AuadrScke (JLS, »der 16.) allgemeinen Taylorschen 
Lehrsats genannt. Der Ausdruck ist fthr die gan^eAnalysis ungemein wichtig. Es beruhen dar* 
auf die meisten Entwickelungen derselben ^ und er ist der wahre Fundamental -Sats der geaammten 
aofenannteo Differential-Roohnnnf , die aho auf die obige einiacfae und elementare Weise b^rdn* 
d^ werden kann. 

27« 
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alle finden lassen ^ weil nach der Voraussetzung n verscliiedene Werthe 
von y gegeben werden^ nemlich aus den n Gleichungen: 

Xi == «o + «1^, + «a^ + «<^! + •••• + «it-i«r% 
30. iy^ = a^ + Ä^z, + a^z] + «.zj +•••• + «>.^iC% 

Xn = «g + «i^ + «a4 + «,^» + .... + «,^,zr*- 

7. 

Die zur Entwicklung der n Coefficienten »^ a^ ^••••^i».i nothigo 
Elimination ist aber sehr weitläufige und zwar deshalb^ weil sammtliche 
Gleichungen die volle Zahl von Gliedern haben. Man erleichtert 
die Rechnung schon um etwas , wenn man den vorausgesetzten Aus- 
drücken eine andere Form giebt^ in welcher die Zahl der Glieder in 
den verschiedenen Gleichungen , der Reihe nach, abnimmt, nemlich, 
wenn man z. B., statt wie in (29.), wie folgt, setzt: 

31. y = ßo+ßi(« — + ß«(« — ^i)(^~^a)+ß3(2—«i)(«— ««)(«— O-** 

• • . . + ß«-i(^ ^i) (ä ^«) • • • • (^ ^n)* 

Alsdann sind die n Gleichungen, aus welchen die n unbestimmten 
Coefficienten zu suchen sind, folgende, nemlich für z = Zi, Za, z%....z^i 

% = ßo> 

32. hl = ßo + ßi(^3 — «i) + ßa(^3 — Äx)(^3— 0> 



^i. = ßo + ß.(2»— ^i) + ßa(^«— «x)(^«— + ß3(^— «i)(^— ^(äh— Zj)..-. 

Die Elimination zwischen diesen Gleichungen ist, weil sie wenig- 
stens zum Theil weniger Glieder haben, als die Gleichungen (30.), schon 
leichter. 

8. 

Das Verfahren (7.) bringt nun aber natürlich auf den Gedanken» 
die Zahl der Glieder noch mehr zu vermindern, und dfurch 
dasselbe Mittel, durch welches die Glieder in (7.) theilweise wegge- 
schafft wurden, zu machen, dals die Ausdrücke von y^, y%^**yn sammt- 
lich nur ein einziges Glied behalten. Pieses geschiehet offenbar» 
wenn man setzt« 
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33. y = yo(Ä— ^(-ß — «3)(«— Z4)(«— JC5)....(2— «n) 
+ 7a(«— «i)(«— «^iX«— ^)(«— «ö) («— An) 

80 Aaü jedes Glied sämmtliche Factoren 

hat, hiB auf einen^ und zwar so, dals in jedem Gliede ein anderer 
Factor fehlt. 

Alsdann sind die n Gleichungen, aus welchen die n unbestimmten 
Coefficienten 7o, 7», 7a-«..y»-i gesucht werden müssen, folgende: 

yi = 7o(«l — ^ (^1— ^3) (-Si — Ä») (Z, — Zs) .... {Z^ — Zn)j 

jy« = 7i («a — «1) (^— -2^3) (fiz— Z*) (^ — «5) . • . . (Za — Zn)f 

34. ^yj =;: y^(Zy—Z^(!h — z;)(Zi—Z^(Zi^zO....(Zs—Zn)f 

woraus man unmittelbar und ohne weitere £liminations*Rech- 
nung yo, yx^ y8**.*yn9 und wenn man die Ausdrücke davon in (33*) setzt, 

, (z — gx)(g — 'gQU — -sj'>>>(^ — ^n) 

, (z — Zt)(z— Za)(z — zj,...(z— Zn) 

(^i—'5x)C*,—Xa)(-5,—-S4)- •••(«!— -n)''^^ 

• (Z — Zj){z — Z2){z—Z^)....{z — Zn^i) 

findet, welches auch, wie leicht zu sehen, yz=zy^y y^y yz....yn giobt, für 
t^^z^f z^j z^....z^i wie es verlangt wurde. 

Der Ausdruck (35.) ist die bekannte Lagrangische Interpola- 
tions- Formel, die man auf die Art, wie in dem gegenwärtigen Para- 
graph> sehr leicht findet. Sie dient zum Einschalten, wenn man z 
einen beliebigen Werth, der weder z^, noch z«, noch z^ u. s. w. ist, 
beilegt. 

9. 

Zu bemerken ist, dafs die drei Voraussetzungen (29., 31. und 33.) 
nothwendig ein und dasselbe Resultat geben müssen, denn weil in allen 
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dreien z sowohl ab die besonderen Werthe x, , z« . • « • z. von z saoiait- 
lieh auf gleich hohe Potenzen» nemlich auf dio n — iste Potenz stei- 
gen » so mufs man am Ende immer den Ausdruck (33.) find^en^ man 
-mag für y die Form (29.), oder die Formen (31. oder 33) Toraussetzen« 
Diese Bemerkung wird man öfters benutzen können , um eine be- 
schwerliche Elimination zu ersparen. Gesetzt nemlich, es wären die n 
Gleichungen (30.), zur Bestimmung der n Coefficienten «o» ^i} ^a-****«» 
in der Gleichung (29.) gegeben, wo n selbst unendlich grofs sein 
kann, so braucht man gar nicht zu eliminiren, sond<Bm darf nur statt 
der Gleichung (29.) die Gleichung (33.) voraussetzen. Aus dieser findet 
sich, wie oben, ohne Rechnung, dals das Resultat der Elimination die 
Gleichung (35.) ist. 

10. 

Als Beweis, wie vorsichtig man übrigens mit Interpolations- 
Formeln sein muis, kann folgende Anwendung der Bemerkung in 
($. 9.) dienen. 

Man setze 

36. COSZ = l+^i*"l"^a*t + «3*3 + *»*» + Äi wJ^d 

37. ^ = l+ß.x + ß,z,4.ß3Z3 + ß,z. + Ä.. 

Dieses giebt, der Reihe nach, für 

38. zs=o, +1«, — iVf +1«-, — i-K, +4*» — I« etc., und 

39. z =s 0, + *» — ^f 4'*«» — 2*» +3», — 3« etc. 

JO = l+«.(|«)-f«.(i«)* + «,(4^)^ 4- «,({»)♦ 

40 /o = 1 -^ «.(^w) + «a(i w)" — «»(4 »)* 4- ««(4 «)*..... 
|o = I + «.(!*) + «.(!«)• + «3(4^)» + ««(4^)* 

sinz 

1 = 1 

.0 = l + P,7r + |3,'7r* + ß3^^ + ß4'7r* 

41 <^ = ^— P^^ + ß^^^-P^-^ + ß^^" 

• 0=1-1- ß,(Cl7r) -f ß.Clir)*+ ß3(2^)^ + ß,(27r)* 

= l-ß,(a9r)-f ß,(2ir)*— ß3(27r)'+ß4(2r;r)* 



und weil -^ bekanntlich gleich 1 ist, für z = 0, 



y — -_, y.ssi, y« = y3 = y4 = y« = o, 
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Vergleicht man die Gleichungen (36. und 40.) und (37. und 41.) mit den 
Gleichungen (29 und 30.) ^ so bt für die erateren: 

}*, = 0, z,s=+$ir, 1^=:— 4ir, x4 = + |t, 25 = — |w etc., 
und für die anderen: 

sinz 

43. r ~ 

(zjssro, Za = -f-^> *3 = — '"^^ X4=-(-air, Zjss — 2w etc. 
Also findet man, vermöge der Gleichung (35.)» iii^elche, wie in (§. 9.) he« 
merkt, das Besultat der Verbindung der Gleichungen (29. und 30.) ist! 

^* — -i^. + i^.-i«.+lir.-J«.+iÄ '''''^ 

z — n.^n. — 2n.'^2n. — 3ji.-|-3;s * 

oder: 

44. eo.. = (,_*^)(.-li;)(.-^) „.d 

Diese Ausdrücke sind, Vfie bekannt, ganz richtig. Aber es ist gänzlich 
Zufall, dals sie es sind. Denn aus den einzelnen Werthen 1, 0, 0, O etc. 

Ton cosiT und fUr z ss 0, |7r, |ir und z = 0, ir, 2«, 3 «nr 

z 
« 

können cosr und sinz, wie es Yermittelst der Interpolations- Formel ge- 
schehen^ keinesweges gefunden werden, weil durch die nemlichen, den 
Abscissen 1 und und den Ordinaten und zugehörigen Puncte, durch 
welche ein Kreis gehet, auch noch unzählige andere Gurren von der 
nemlichen Bogen*Länge gehen können, zu deren einzelnen beliebi- 
gen Bogen dann aber offenbar noch andere Abscissen und Ordinaten, als 
cosz und sinz sind, gehören können« Die Ausdrücke (44. und 45.) müs- 
sen vielmehr aus den Ausdrücken des Cosinus und Sinus durch Expo* 
nentiaNGröXsen und durch Zerlegung dieser Ausdrücke in Factoren nach 
den Eigenschaften der Gleichungen mit zwei Gliedern gefunden werden. 
Die nemliche Anwendung, die hier von der Interpolations • Formel auf 
den Kreis gemacht worden, würde auch auf die Eklipse, die Cycloide, 
und jede andere geschlossene Linie passen, für welche alle zugleich doch 
die Ausdrücke (44. und 45.) keinesweges gelten. Die willkürlichen In- 
terpolations- Formeln müssen also mit Vorsicht gebraucht werden, be- 
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sonders wenn die einzelnen Werthe der TeränjAerlichen Grofse, von wel- 
cher eine unbekannte Function interpolirt werden soU^ zu weit Yon ein* 
ander entfernt sind^ wie es in dem Beispiele vom Kreise der Fall war» 
Auch dürfen die interpolirten Glieder nicht leicht aufserhalb der Gren- 
sen der gegebenen Grölsen^ sondern sie müssen innerhalb dieser Gren- 
sen liegen« 

11. 

In dem Falle^ wenn die Werthe z^y x»» z^y z^ Ton Zy für 

welche die Werthe von y;=fz gegeben sind^ der Reihe nach gleich 
viel von einander abweichen^ giebt die allgemeine Interpolations- 
Formel (35.) Folgendes: 

Man setze 

X| =s z — ky 

2, = 2— -it Xy 

45', <xj t= z — k — 2ky 

z^ =: z — k — (/i — l)X, 

SO dafs 

y, = A = /(x-*), 

y, =/z„ =/(x-A— (n— 1)Ä), 
so ist, rermöge (35.): 

^- y = m.2X.iX (n-i)X A*— *; 

jc(2k+k){31-{-k){4}.+k) [(n-l)X + fc] f,_ . . 

1 — A.Jl.2A.3il (n— 2)* •'^ '^'' 

, t(X4-fc)(3A+fc)(4A+«:) [(n-^DA+fcl . . ^ 

"• — 2i.— A.X.2il.3i («-3)i •'^ ** '' 

»(A+fc)(2A+fc)(3;. + <:) [(«-2)A4.<:1 > ^_rlw_l>X^ 

- („_l);iC„_2)A(n-3)A X Ji'"-*—i'^V^% 

oder: 
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V — r — ft(t-+A)a4-2^)fit-+3A) [fc+(H-i)A] 

y—J*~- X.'lX.dX.AX («— 1)A 



X [!/(»-*) 



SfSpt^^'-'-^^ 



4. (n — l)^(n— 2)A A, - .1 

oder, wenn man (x-f-A) statt z «chreibt, 

/«.»-r*; X72;.3A.4A (n-i;A 



X 1/ 



z 

«— 1 



.rii/(x-A) 



1 *+A 

273 •jq::?!-'^*"'^''^ 



• ♦ 



oder auch, wenn man — k statt -(-A schreibt, 

AA ff i^ — (A— *)(2A— «:)(3A— t) [(«— 1)A— t] 

*ö. /(z— a; A.2A.3A.....(«-l;i 

X [/z 






«nd^ wenn man in (47.) — X statt +\ schreibt, 

Cf«Ue*t Joufuti. IL Bd. 3. Hfl« 28 
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n— l.n — 2.n — 3 1 

2.3 *t— 3A- 



wo die oberen Zeichen gelten» wenn n gerade^ die unteren ^ wenn n un- 
gerade ist. 

Dieses ist die zweite am Schlüsse von (3.) erwähnte Interpolations- 
Formel für denFal), d^ib fz für n gleich weit von einander entfernte 
Werthe von z gegeben ist. Sie ist nur für ein endliches n brauchbar^ und 
nur fiiglich dann> wenn in (99-) x-f-A zwischen z und z— (ä — l)X, 
oder k swischen o und (/i— ])X liegt. 

Anwendung der Interpolations-Formeln auf ^die Auflösung 
der algebraischen Gleichungen von beliebigen Graden^ 

12. 

Es sei die algebraische Gleichung 

näherungsweise in Z^ahlen aufzulösen. 

Unter den verschiedenen AuflÖsungs- Verfahren ist das von Budan 
eines der einfachsten und vielleicht am wenigsten niühsam. Vorzüglich 
ist es geeignet, einer Wurzel erst einigermafsen nahe zu kom- 
men« Will man aber die Wurzel schärfer und auf mehrere Decimal- 
stellen berechnen ^i so erfordert es in den meisten Fällen dennoch viel 
Rechnungen. Man wird sich in solchen Fällen zuweilen folgendes Vep» 
fabrens^ welches eine Interpolafions- Formel ^ z. B. die Lagrangische 
(35.)y zu Hülfe nimmt, mit Vortheil bedienen können. 

Man setze nemlich: 

51. r + ö.y'--» + o^y^^... + a«s= z. 
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und suche Termittelst des Budanschen^ «der auch eines anderen Nahe- 
ruDgs- Verfahrens 9 einige Werlhe y, y«, /j • • • • y\ von y, welche 
Werthen z^f z^, z^....Zj^ von z zugehoren^ die wenig von Null 
verschieden sind, und entgegengesetzte Zeichen haben. 
Etwa muls^ wo möglich ^ die Hälfte davon das Zeichen -f*> die andere 
Hälfte das Zeichen — haben. Alsdann drücke man vermittelst ir^^end 
einer Interpolations- Formel, «. B. vermittelst der Lagrangischen For- 
mel (35.) f einen beliebigen Werth von y, von welchem nun voraus- 
gesetzt wird, dals er «u einem beliebigen Werth von z gehöre, aus, 
also s, B. wie folgt: 

^ («a — 'S*) («a — -t) (^a — O • • • • C^a — -»)-''^* 



* (<-^ X«)(g — Xa)(z — <,) (g~JCi,-i) 

Setzt man in diesem Ausdruck 2: =0, so ist, vermöge der Glei- 
chung (51.)« y offenbar eine der Wurzeln der aufzulösenden Gleichung 
(50.). Also kann man annehmen 

' " ' "* (*n— «i)(*ii— «a)- • • - («II — ^im)"'^"^ 

oder auch 

53. dl* 5=^ Z,Za^3^4*«««^n} " /l ' "w^ ' ' \ ■' /> ' \ 

*-^x \^x "^^-^a/ v-*»! — Xj^ . . • .^Zj — Zn^ 

«a(Xa— *X,)(Za— Z,)...,(Z2^-Xn)' ' * ' ^^ Xn(Zn'— Z,)(Z;» — Z^). .- . (z„— Z«-.OJ' 

Das obere Zeiclien gilt, wenn n gerade, das untere, wenn n ungerade ist. 

Von der JVähehuQg, die dieses Verfahren zu gewähren vermag, kann 
man sieh auf folgende Art einen üegriff machen. 

Man stelle sich nemlich eine Curve vor, deren Abscissen y, und 
deren rechtwinklige ordinalen z sind^ und die al^o gleichsam das Bild 
der Gleichung (51.) ist. Die Abscisscn y, für welche die Ordinalen 
Mull sind, oder für welche die Curve die Ab.scissen*Axe schneidet, sind 
offenbar die Wurzeln x der aufzulösenden Gleichung (50.). Nun sind 

28* 
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nach der VoraussetBung cur Vorbereitung einige Abscissen y^f y^f ys«*»« 
****y» gefunden^ deren Ordinalen z^f z^y z^....z^ entgegengesetzte 
Zeichen haben^ und wenig von Null verschieden sind. Es 
sind also n Puncte eines kurzen Stückes der durch die Gleichung 
(51.) vorgestellten Curve gefunden worden ^ welches die Axe noth wen- 
dig schneidet) und zwar in dem Puncto^ dessen Abscisse x ist» Die 
Anwendung der Interpolations - Formel aber ist nichts Anderes , als dafs 
man durch die nemlichen n Puncte eine andere beliebige Curve legt. 
Diese Curve mufs also die Axe noth wendig ebenfalls schneiden, und je 
mehr Puncte die willkürliche Curve mit der durch die Gleichung (50.) 
vorgestellten Curve gemein hat, und je kleiner die Ordinalen sind, um 
so näher werden, weil die Curven stetig sind, einander die Puncte lie- 
gen, in welchen die beiden Curven der Axe begegnen, das heifst, um so 
näher wird das 4r, welches die Gleichung (53.) giebt, der gesuchten 
Wurzel der aufzulösenden Gleichung (49.) kommen« 

Will man die Näherung weiter treiben, so berechne man zuerst, 
indem man das durch die Gleichung (52.) gefundene x für ein y der 
Gleichung (50.), oder für eine Abscisse der durch die aufzulösende Glei- 
chung vorgestellten Curve nimmt, das zugehörige z, oder die zugehörige 
Ordinate dieser Curve. Dieses z reihe man an seine Stelle unter die 
anderen berechneten Ordinalen z^, z^....Zn ein, so das nunmehr n^l 
Werthe von z mit den zugehörigen y bekannt sind. Alsdann bediene 
man sich der nunmehr ein Glied mehr enthaltenden Gleichung (53.) von 
Neuem. Da das zuerst gefundene x schon einer Wurzel der aufzulösen- 
den Gleichung nahe kam, so wird der dazu gehörige Punct der, die ge- 
gebene Gleichung vorstellenden Curve dem Durchschnittspunct dieser 
Curve mit der Axe schon sehr nahe liegen, also wird der Durchschnitts- 
punct der neuen Curve, .welche durch die gefundenen /a + 1 Puncte ge» 
hei, mit der Axe, dem Durchschnittspunct der, die gegebene Gleichung 
vorstellenden Curve^ und der Axe, um so mehr nahe kommen, folglich 
wird das x^ welches die abermalige Anwendung der Formel (53.) giebt, 
die gesuchte Wurzel der Gleichung wiederum schärfer ausdrücken« 
Durch Wiederholung des Verfahrens kann man auf diese Weise die 
Näherung immer weiter treiben. 
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17. 

Drei mechanische und hydrodynamische Aufgaben 

nebst Auflösung» 

(Vom Herrn Prof. Dr. LeJimus.) 



L 

JLlie anfängliche Geschwindigkeit einer Geschützkugel 
kann dadurch hestimmt werden, dafs man einem Cylinder- 
Mantel von einer leicht durchdringlichen Materie, etwa 
von Papier, eine gleichförmige drehende Bewegung um 
seine lothrechte Axe mittheilt, und dann die Kugel, hori- 
£onta)| in der Richtung des Durchmessers, durch denCylin- 
der schiefst. Aus der Geschwindigkeit des Cylinder-Man- 
tels, dem Halbmesser desselben, und dem Winkel, den diese 
Halbmesser durch die Mittelpuncte der Oeffnungen, welche 
die Kugel in dem Cjlinder-Mantel bildet, einschliefsen, be- 
stimmt sich dann die Geschwindigkeit der Kugel sehr 
leicht, wenn man die Bewegung derselben durch denCylin- 
der als eine gleichförmige betrachtet. Wenn nun die Ku- 
gel als ein Punct p (Fig.l.) angesehen wird, so soll die Curve 
bestimmt werden, welche der sich geradlinig bewegende 
Punct p innerhalb des Cy linder-Mantels beschreibt. 

Es sei die Geschwindigkeit des sich gleichförmig bewegenden 
Punctes p=ics die des Cylinder-Mantels ^=vs der Halbmesser desselben 
:=s:r; A der Punct im Cylinder-Mantel, durch welchen p nach der Rich- 
tung des Durchmessers AIHB in den Cylinder eingeht; 31 der Mittel- 
punct dieses horizontalen Querschnitts, C der Punct im Mantel, welcher 
dann in A ist, wenn p in D sich befindet, also, wenn MC gezogen und 
aus M mit MD der Bogen DE beschrieben wird, JE der Punct, welchen 
p trifft, in dem Augenblick, in welchem p den Weg AD zurückgelegt 
hat, so- ist jE ein Punct der verlangten Curve. Fället man nun EF nor- 
mal SLut^B, siftzt die Abscisse AF:=iX, die Ordinate FEz=zy^, den Bo- 

genC-rt/ = r«j so hat man-^^ö: -^C oder^Z):r«=c: i;; also-^Z) = — aj 
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folglich MD ^lHE = r — ^ä = r(l — ^ «); also 

L x'ssLr — r\\ — ^«jcos«, und 

IL y = rfl ^«jsin«. 

Aus beiden Gleichungen folgt, weil tgöt = ^^ ist, auch 

HL (r-x)« + y« = r«.(l-^arctg;::2_)\ 

Ist nun noch G der Ausgangspunct, so hat man sowohl fiir^ als für 6: 
(r — «)•+ y' s= r* j also /* = r* (i — — arc tg -^— ) > folglich 

1 arctff— ^^— oder 1 « = ±1, 

WO das obere Zeichen für A^ das untere für G su nehmen ist Für 6 

2t/ • 2tf 

entsteht daher «= — } folglich diesugehörigeAbscisse ^JF/=^4-'*cos — 
und die Ordinate = — rsin— oder /fG=rsin — • 

c c 

Soll Cr mit ^ zusammenfallen, d. h., soll die Kugel £u demselben 

2 t» 
Loch ausgehen, durch welches sie einging, so muls r^-^cos — =0 und 

auch r sin — = O sein, woraus — = tt folgt, welches Resultat auch leicht 
unmittelbar vx erkennen ist 

II. 

Ein Gefäfs voll Wasser ist auf die Tiefe h (Fig. 2.) pris« 
matisch vom Querschnitt A^ und hat im horiisontalen Bo- 
den eine Oeffnung = a. }n diesem Boden befindet sich eine 
£weite horizontale Oeffnung vom Querschnitt B, und unter- 
halb derselben ist dasGefafs vertieft und hat in derTiefe h^ 
unter fi, also in der Tiefe A-^b^zzH^ unter dem Wasaerspiegel, 
eine zwoite Ausflufsoffnung vom Querschnitt #• Es soll die 
Zeit T bestimmt werden, in welcher sich, wenn kein Z*u- 
flufs statt findet, dei* Wasserspiegel um die Tiefe h senkt» 

Senkt sich iu der Zeit /=r<p.r der Wasserspiegel zur Tiefe ^, so 
fliefsi in der Zeit <P(^+^') — ^i^ die Wassermenge -^i" durch die beiden 
Oeffnungeii o und r ab, durch die erste mit der mittleren Geschwindigkeit 
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2/*[^(A-— ^*- iOL ^urch die zweite mit der mittleren Geschwindigkeit 
%^\g{ll — X — *")], in welchen Ausdrücken g die Beschleunigung ixt Schwe* 
re, und V sowohl wie V eine zwischen und k fallende Linie bezeich- 
net. Wird daher 2/*^ durch a ausgedrückt, so hat man die Gleichung: 

und hieraus, wenn ^(^4*^) "^^^ ^^^ Tajlorschen Reihe entwickelt, 
dann mit k dividirt, und endlich ky also auch k^ und k^^ gleich Null ge- 
setzt wird: 

A = «[a/'CÄ— x) + ^/"(H— j;)].^'x; folglich 

i ^ (px — y tt ^aV{h —x) + eV^CH— «)] ~ «yaV^CÄ — ap) + eV^(H— x)* 

Ist nun Istens ^ = a, so wird 

und demnach 

Ist aber 2tens tf ^^, so hat man 
^ ^ Aay(A-.)-eV-(H-xyja^ also, f!^i? durch c bezeichnet, 

1= .f r'^^^^-^^-*^^^-'^\^x- oder, <:-*=y geseteli 

El i»t aber /* ^("~b'^ ay (Lehmus Analysis, 1827, pag. 117.) 

ako, -;^ — —f durch m bezeichnet, 

fy^a^lBy = a/-(ma»+ y)-a^m . in2ma'tr+2a>^»'V('"«*+y) 
und eben so 

/n!2^ay=avr(me«+y)-./"m ig^^-'+r+g^v-m.vc^ne'-fr)^ 

foli^iob 
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Am\^ r, ti N r^\ 2ma*4.r+2aV"m."ir(mfl*4.r) 

«= .^[2i?V^(mß*+y) — Äey^/wln -J^i-^I — ^ i ^li^ 

oder, die Werthe für c, m, y substituirt und a* — e* durch </* bezeichnet: 

Für :i;s=o ist auch ^ = 0^ und hieraus ergiebt sich 
folglich ist vollständig: 

"*" d "* td y"(H— X) -i- a V6] [d •/"« + e V"*]]' 

und hieraus, h für ;r gesetct, 

Ist endlich 3ten8 o <[ ff, und beseichnet man e* — a* durch i/*, so ent- 
steht, ^ie im 2ten Falle: 

' a d* l"J / ' » V d* / J y 

t*H—4i^h^^ vorstellt; Es ist aber 



* = ^* f*!/^!? • ' (^ ~ 1f) ~ f/^lT V^(3' ~ ¥)]' ^®°" ^ ^®" Ausdruck 



a* 



f^-Vir—r) = 2/(y— r) — 2/-rarctgV^-^^ + C, also 
/[,„^(,^-)^-l^,^etgV^(-2^)-..^(,--) 

, aeVb/ . ^ JH—x . d ,/A — xW , ^ 



worin 



C = -^.[''^*-«^H+°-^'(-,*||/f-.ro.s4,/A)]i.t 

Man 
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Man hat daher nun ToIIständig: 

und hieraus^ iiir x=ihp 

+ 2^(arctg|-+arctg|-|/y— arotg|l/y)]; oder auch 

-t- ^ **'^'ßa*6eH-od* V*(AÄJ + d*eV"(*fi) — ad* V"(AA)J 

Ut Ä«=l6'j Äs=9'j a = e5=/y Quad.'Fuib, «o erhJUt man rssejOÖ— . 
IstA = i6';*=:9'}« = AQ'} *=TVQ'i ----- T=9,a4^- 

m. 

Zwei prismatische» anfänglich loere Gefäfse commu- 
niciren durch eine Oeffnung rem Qnadrat>lnhalt «/ das 
erste hat den Querschnitt jtj das zweite den Qaerschnitt J?, 
und in das erste fliefsen gleichförmig in jeder Secunde M 
Cnbic-Fufs Wasser; wie hoch steh^ nach Verlauf von t Se- 
cunden, das Wasser in jedem Gefäfs? 

In dem ersten x, in dem «weiten y Fufs hoch, so hat man sogleich 

die Gleichung: 

1. Mt SS Ax -^ By, 

In den folgenden k Secunden sind, xss(ptf yssft gesetzt, am 

Schlnis der Zeit k, die Wasserhöhen (p(,t-^i)i f{t + k)', also die Ge- 

schwindigkeitshöhe =:^(/+yb) — f(t-\-k). Im Anfang der Zeit war sie 

as <pt -^ ft, so dafs dieselbe also, V ^ i gedacht, während der Zeit 

h SS (Pit+k^^fit+k') zu setzen ist In der Zeit k flielst demnach 

aus dem ersten ins zweite GeiaDiy die Wassermenge 

&a/^.y^[^(/+ii:0— /(^+^0]>'^* und es sammelt sich in dieser Zelt k 

Cnlle'« Journal. II. Bd. 3. HfU 29 
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im zweiten Gefaüi die Menge B,[f(^t-\-k) — ff]. Man hat daher 
2. 20/-^. l/[^f — /* + i'i<P't—ft) + !^(<p"t-'f't) + ....] 

und hieraus für ksnOf aUo auch l/ssO: 

Wird in diese Gleichung, nachdem die Ableitung der ersten gebildet 
wurde, hieraus dt substituirt^ so erhält man: 

2aY'g.V{a:^y) "" WSy ^ 

oder, /"(o: — y) durch z ausgedruckt: 

-^^^ := ^(dy'{^2zdz)+Bdy; also 

~-^K-,dy SS (^ + B)«dy + 2-^«*3r; oder, 
4^^y^ = * undv J||^ ss c gesetst, (6 — cz)dy s= «•3^^ folglich 
Sy =: -^ — ^t und daher 

y s= — -L[2iMn(4-.04r) + 2Äc4r+c»«*J + C 

2c* L o — cz J 

Nun ergiebt sich auch sogleich': 
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Ueber eine besondere Gattung algebraischer Functionen, 
die aus der Ejitwicklung der Function (i — 2x2+2^)* 

entstehen. 

(Ton Herrn Prof. Jacohi cu Königsberg in PreuÜMn.) 



Llie merkwürdigen Eigenschaften dieser Functionen hat zuerst Le* 
gendre in seinen Untersuchungen über die Attraction der Sphäroide 
und die Cestalt der Planeten bekannt gemacht^ im lOten Theile der 
Savans itrangerSy und in den Memoiren der Pariser Academie von den 
Jahren 1784 und 1789} später hat er sie im lOten Paragraph des 5ten 
Abschnittes seiner Exercices ^ur ie caicul integral zusammengestellt. 
Sie sind die £ntwicklungscoe£Bcienten X\ ,X^'y X*'\ . . . X^"^ in 

* = v^i=^l+P) = ^ + ^'* + -^''**+-^'''*' + ---'+^'' *" + «*«• 

Diese Functionen^ als deren fonction gSniratrice (l — 2«'x-|-z*)* anzu* 

sehen ist^ geniefsen unier andern der Eigenschaft ^ 4als wenn m und n 

ungleich sind, immer 

f^^X^^^X^'^^dx = 0^ 

wenn aber mzs=zn, so findet sich 

*/-» 2?l-l-l 

wodurch es möglich wird, wenn man eine Function von x nach diesen 
Coefficienten entwickeln will, die Coefficienten als bestimmte Integrale 
auszudrücken. Setzt man nemlich 

Fx » ^ + J'X' + J''X'' + A'"X''' + ..•. + J^-^X' + etc., 
wo jlf Jt^ A*'y . . . JS""^ kein x enthalten, so wird 

^w ~ ^^Lill/Fx.X^'^^dx, 

welche Art der Entwicklung viel Aehnlichkeit mit derjenigen hat, welche 
Euler bei dw Entwicklung einer Function nach den Sinus und Cosinus 
vielfacher Winkel gelehrt hat. 

29* 
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Es scheint mir aber Legendre die Fundamentaleigenschaft die- 
ser Functionen übergangen zu haben. Sie ist in der Gleichung gegeben: 

Man kann diesen Satz leicht a posteriori prüfen, indem man die Ent- 
wicklung von X wirklich vornimmt , und auch das nte Differentiale von 
(a^ — 1)" entwickelt« Er findet sich aber direct so: Hat man nemlich 

eine Gleichung, 

y — x = zF(y\ 

so ist nach dem Lagrangeschen Lehrsatz: 
woraus folgt! 

5^«=l + *-5F+1.2- aar» ^iM~T^^""^iJl.3....n'^3^ ^ *'*'' 

Setzt man nun die Gleichung: 

y— * = •j(y'--i)» 

wo F(y) = Ky*— 1), 80 ist 

1 — xy = /■(! — 2«x+ft'). 
Difierentiirt man aber die gegebene Gleichung, so erhält man: 

woraus : 

U = y(l-2t.+.»^ « 1 + ^-» + X^-»» + . . . . + X^")»» + etc. 
Vergleicht man damit den oben für ir^' gefundenen Ausdruck ^ in wel- 



chem man Fx=i(^ — l) setzt, so erhellet: 

Man sieht sogleich, dals die vielfachen Integrale von X^""^ bis cum 
( /z — 1 }sten zwischen den Grenzen x =: o und ;r = i verschwinden, 
weil sie den Factor a;^ — l enthalten. Bemerkt man nun, dals durch 
theilweise Integrirung, wenn y irgend eine Function von x bedeutet, 
/y(pxdx = yf(pxdx — ByP<pxBx — S^y/'ipxöx — 
(— \f-^d''-^yJ^<pxSx + (— l)Va'*y/''(pxax«, 
und setzt (px sss JC(">, so erhält man augenblicklich, da 

j JL dar ^ ———^—^^ 



• • • t 



Jaeobi, über (l-'2xz+**)i. 225 

und die übrigen Glieder zwischen den angegebenen Grenzen verschwinden: 

Hat man daher 

Fx :=z ji + J'X+ A''X^^ + A'^'X^^ + etc., 

fto erhält man sogleich : 
J + 3J'z + 5J''z^+7J'''z'+ etc. = 2^^1?'(x-.|-(x'~ l))öx. 

2. 
Es findet aber zwischen den Differentialen Von (x*— i)** noch eine 
merkwürdige Belation statte welche dann gleichfalb eine neue Eigen« 
Schaft der Functionen X^"^ jbu erkennen geben wird. Sie ist in der Glei- 
chung enthalten: 

1.2e3...ii-r — ^^ ^^ 1.2.3. ..n+r * ^'^=''^- 

Ich gelange 2U ihr durch folgende Methode, deren ich mich schon 
in meinen ^^Disfuisitiones analyticae de fractionibus simplicibu^* (Berlin 
bei Herbig A. 18250^ bedient habe« 

Bezeichnet man in der Entwicklung einer Function von h^ F{h\ 
den Coeificienten yon A" mit 

{F(h)\h\ 

SO hat man zufolge des Taylor sehen Lehrsatzes: 

Indem man in der Entwicklung h mit dem Nenner a^ — i behaftet läfsf, 
wird der Coefficient von ä"+'^ mit dem Nenner (x" — 1)'^'^ behaftet sein 
Zieht man diesen heraus, so erliält man: 

(x»— 1)-" (f 1 +2XÄ + Ä»(x«— 1)]} Ä*^. 

Setzt man statt h jetzt — , so geht der Ausdruck über in: 

Die Multiplication mit h*^ giebt 

(x*— 1) -■ {[(x + h)*^ 1]"} Ä-^ 
Man hat atso: 

{[(x + Ä)«— ll*}Ä''+' = (x'— i)-'-{[(x+Ä)*— l]"}Ä"-% oder 
|[(x + Ä)«— 1]"} Ä"-' = (x«— 1)' {[(x + hy — 1]"} Ä'+'f 
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welches so yiel ist als: 



1.2.3....(n— r)aa:"-' "" ^ ' 1.2.3.. ..(n+.r)ö«'H** 

Nimmt man das rfache Integral von X^"^ so, dalli jedes genommene In- 
tegral für x=s — 1, oder für x^-^-l rersch windet so hat man: 

/'*"'«'' = r.iJ.3....J '^<''-'^- 

Man kann die gefundene Eigenschaft, in Besug auf A^"\ daher auch so 
ausdrücken : 

1.2.3. ...Cn—r) ^ *^ 1.2.3. ...(n+r)da?^' 

Es ist SU bemerken, dals im Allgemeinen die Functionen, welche 
man durch ö" %J^^ darstellen kann, derselben Eigenschaften ge- 

nielsen, wenn man bei den Integrationen, statt der Grenisen — l und 
-|- 1, die Grenzen a und 6 nimmt. Uebrigens ist die Function X^"^ die- 
selbe mit der Function, welche Gaufs in seiner ^^Nova methodus inte- 
gralium volares etc."" mit ü bezeichnet, und deren Wurzeln die Intenralle 
der SU berechnenden Ordinaten angeben, damit die Quadratur der durch 
die respectiven Puncto gelegten parabolischen Cunre eine möglichst grölste 
Näherung gebe} wie ich denn auch in der Abhandlung über diese Me- 
thode die Function P, welche mit dieser zusammenhangt, 
aus denselben Eigenschaften deducirt habe. — 

Königsberg in Preufsen, im August, 1826. 
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lieber die Hauptaxen der Flächen der zweiten 

Ordnung* 

(Von Httxii Prot C. D. Jacobi mn K5iii|8berg in f^uTseir.) 



1. 

JLlie Aufgabe, eine Oberfläche der zweiten Ordnung auf ihr Hauptaxen* 

System jeu beziehen, fordert bekanntlich einen Ausdruck von der Form: 

Jlxx -f- Byy + Czz^2ayg'^-*2bzx + 2cxj, 

wo X, jr, z die Coordinaten eines Punctes bedeuten, durch Einführung 

eines neuen rechtwinkligen Coordinatensystems in einen Ausdruck von 

der Form: 

LllfMvv + Tra 

m. transformiren. Ich werde im Folgenden voraussetzen, dalli das ur- 
sprüngliche Coordinatensystem, in Bezug auf welches die Gleichung der 
Oberfläche gegeben ist, ein schiefwinkliges sei. Das Problem, in dieser 
Allgemeinheit gefäXst, umfalst die beiden Fälle, wo das ursprüngliche 
Coordinatensystem ein rechtwinkliges oder ein schiefwinkliges conjugir- 
tes is^ welche beide schon früher behandelt sindt 

2. 
Die Relation zwischen den alten Coordinaten x, y, z und den neuen 
^, u, ^ sei durch die Gleichungen gegeben r 

/| = «X + ßjr + yx, 
1. h = «^x + ßy + /%, 
(^x=;c''x + ß''y+/'z. 
Das System der ^, v, ^ ist ein rechtwinkliges) die Axen des Systems 
der X, Y, z sollen mit einander die Winkel A, jtc, v, und zwar die Axen 
der y und z den Winkel X, die Axen der z und x den Winkel fj, die 
Axen der x imd y den Winkel v bilden« Man hat demnach zwischen 
den 9 eingeführten Coefflcienten die 6 Gleichungen: 

(1) XX + «'«' + x''x'' =?= 1, 4) ß7 + ß'7' + ß'V = cosA, 

JI. (2) ßß + ß'ß' + ß^'ß^' = 1 , 5) 7« + y «' + y «'' = cos/*, 

(3) 77 + 7V + 7'' 7'^ = 1, 6) Äß + x'ß' + Ä''ß" = cos V. 
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Will man aus den Gleichungen L 00^ jr^ x ^nrch ^^ v, ^ ausdrücken, 
so hat man hierzu, wenn man der Kürze halber 

setzte die Gleichungen: 

m. h\y = (y«''— y'«oi+(7"»— 70^+(7«'— y«)^, 

In^r = («'ß''— «''ßO$ + («''ß— «ß'Ov + («ß'— a'ß)i. 

Giebt man den Axen der x, yy z beliebige Länge, so bedeutet be- 
kanntlich n den Inhalt des zwischen diesen Axen beschriebenen Paral« 
lelepipedums, dividirt durch das Product aus den drei Axen. Es ist da* 
her n bekannt, und zwar hat man 

nn = 1 — cosAcosX — cosftcos/A — cosi/cosv-f-cosXcosjLtcosy 

Da der Ausdruck 11 in vielen Untersuchungen vorkommt, und ge- 
wlssermalsen als ein Modul des Körperwinkels zu betrachten ist, so wäre 
ein eigener Name für ihn zu wünschen. 

3. 

Es bieten sich nun zwei Wege zur Lösung unserer Aufgabe dar. 
Der erste näher liegende ist, die Gleichungen III. zu suchen, d. h, die 
Werthe von x, y, r, welche man in den Ausdruck 

Axx^Byy'\'Czz -{-^ayz -^-^bzx-^- 2cxy 
zu substltuiren hat, damit er sich in den Ausdruck 

Lll + Mvv + Hi 
verwandle. Ein zweiter Weg geht von der Betrachtung aus, dals um- 
£;ekehrt auch die Gleichungen I., welche ^, v, ^ durch x, y, z aus- 
drücken, in den Ausdruck 

LII + Mvv + N^( 
substituirt, diesen in 

-^xx + Byy + Czz + 2ayz + 2äzx -|- 2cxy 
verwandeln müssen. Dieser zweite Weg bewährt sich als der vortheil- 
haftere. Wir werden ihn Gaufs nachgehen^ welcher ihn bei einer Un- 
tersuchung eingeschlagen hat, die von der unsrigen, dem Gegenstande 
nach, gänzlich fern liegend, gleichwohl die nemliche Analyse erfordert. 
Man vergleiche die berühmte Abhandlung: y^Determinatio attractionis 
etc." in den Commentarien der Götiinger Societät. 

4. 
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4. 
Die suletct angestellte Betrachtung gielt die Identische Gleichung: 

Diese giebt folgende 6 Gleichungen: 

1) Lct» + Mk'cl' + Ffeif'»'* » ^, 

12) Lßß + Üfß'ß' + JVß"ß'' = Ä, 

j^ /3) X.77 H-üfyy + ivryv' = e^, 

• ,4) Lß'i + iJf ßV + Nß,"^" = a, 
k) i7« + M'i'%' + i^y«" = Ä, 
C) Z»«ß + 3/«'ß' + JNa"ß" = c. 
Aus den 12 Gleichungen II. und IV. sind die 12 GröJDsen L, M^ 

^f <t> ß> y> *>>'* ß't y» «'^ ß^^ Y" 2u bestimmen. Es ist hierbei zu be- 
merken, daiii man die Gleichungen IL aus den Gleichungen IV. erhält, 
indem man 1 statt L, M, N, Ay B, C setst, und cosA> cosju» cosv re- 
spective für a, Jk, c. Ans allen Resultaten» die man aus den Gleichun- 
gen IV. ableitet, erhält man so alsbald die entsprechenden, wie sie aus 
den Gleichungen II. folgen. Die Auflösung der genannten 12 Gleichun» 
gen kann nun auf die manchfaltigste Weise unternommen werden. Wir 
bedienen uns der folgendmi Analyse. 

5. 
Man schreibe die 3 Gleichungen IV. 1, 6, 5, wie folgt: 

L».ß -f- Mct',ß' + JVa".ß" = c, 
La.y + Met','/ + N 01," .y" = i, 
so findet man hieraus für Z<«, M.at.\ Na" die Gleichungen« 

n) u.Lct =x (ß'/'— ß«'/)^4. (/«"— /'«o* + Kß"— «"ßO^, 

2) Tl.Ma' a= (ß"y — ß/0^4-(y"« — y«")c + («"0 — «ß'OÄ, 

3) n.Na" = (ßY — ß'y)J + (y«' — /«)c + («ß' — «'ß)3. 
Eben so folgt aus IV. 6, 2, 4: 

4) n.Lß = (ß'/'~0'Y)<' + (/«"— /'«OÄ + («'ß"— «"ßO«, 

5) II . -Mß' = (ß" y ~ ß y") c + (y"« — y «") B + («"ß •— « ß'O a, 
|6) n.iVß'' = (ß/~ß'y)c + (y«'-/«)B + (« ß' — •' ß) a, 

und aus IV. 5, 4, 3: 

7) U.Ly « (ßY'—ß'Y)* +(/«"—/'«')« + (»'ß''— »''00^, 

8) n.ilf/ = (ß"y — ßy'06 + (/'«— yO« +(«"ß — «ß")^» 
,9) n.aVy" « (ß/ — ß'y)6 + (y«' — /«)a + («ß' — afß)C. 

Crdl«'« Journal. IL Bd. 3. DTt. ^^ 
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Aus den Gleichungen ü. lassen sich Q ähnliche Gleichungen ahlei- 
tehy welche man aus den Gleichungen V* unmittelbar erhält, indem matt 
1 statt L, Mf N, Af B, C und cosK, cosjx, cosv statt a, i, c setst. Es 
werden dies die iblgeoden: 

2) n«' = (ß"y— ßy'0+(y"« — yOcosv+(«"ß — «ß'Oco«f«» 

3) n«"= (ß/ — ß'y) +(y«' — /«)cosv+ (« ß' — «' ß) cos At, 

4) riß = (ßY'— ß"yOcosv+(y'«''— /'«') + («'ß"—«"ßOcosA, 

VI. •! 5) nß' = (ß"y — ß y") cos V 4 iy" » — y «") + (»" ß — « ß") cos x, 

6) nß''=(ß/ — ß'y) cos V 4" (y «'—/«) + (« ß' — «' ß) cos A, 

7) ily = (ßY'— ß'Y)«osf* + (y'«''— y"«Ocosx + («'ß''— «''ßo, 

8) riy' = (ß'Y — ß/Oeos/* + (y"« — y«'0 cos Ä + («"ß — «ß'O» 

^9) Ily" = (ß y' — ß' y) c««i* + (y «' — y'«) CO» A + (« ß' — «' ß). 

6. 
Aus den Gleichungen V. 1, VI. 1 } V. 4, VL 4; V. 7, VI. 7 folgen 

sogleich folgende drei: 

/l) o s= (L — ^)(ß'y"~ß'Y) + (l^cosv— c) (/«"—/' «0 

+ (Lcosft— Ä) («'ß''--»"ßO, 

2) = (Lcosv-c)(ß'/' — ß^'yO + (I. — ÄX/a^'—y^aO 

+ (LcosX— «)(«'ß"--»"ßO, 

3) = (Lcosft— i)(ßY' — ß''yO + (I»cosX — a) (/«'' — /'«O 

+ (L — e?)(«'ß"— «''ßO. 

Eben so folgeta aus den Gleichnngen V.2, VL2} V. 5» VI. 5: 
V. 8, VL 8 die Gleichungen : 

4) = (Jlf— .0(ß"y— ß/O + (Mcoiv—e) (/'«— y«'0 

+ (icosi*- *) («''ß — «ß'O, 

VII.-! 5) = (iifcosv — c)(0''y--ß/O + (^— Ä) (/'«— yO 

+ (McosX— «)(«"ß — «ß'0> 

6) = (Mcosft— Ä)(ß"y— ß/0 + (^cosX— o)(y"«— y«'0 

+ (Jlf— C)(»''ß — «ß'O, 

und aus den Gleichungen V. 3, VI.3j V.6, VI. 6} V.9, VI. 9: 

7) = (^■--^(ß/ — ß'y) + (2Vcosv--c)(y «' — /«) 

+ (Ncosft— Ä)(«ß'~«'ß), 

8) = (i^cosv—OCß/— ß'y) + (N—B)(y »'—/«) 

+ (iVcos X — o) (« ß' — tt'ß), 

9) = (i\rcosf«— 6)(ß/--ß'y) + (-/VcosX— o) (y «'—/«) 

4. (;v_cv«ß'— «'ß). 
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7. 

Eliminirt man aus den Gleichungen VH. 1. 2. 3. die Ausdrücke 
/3'y'-»ß'Y, y«"— 7"«', et'ß"—»"ß\ so erhält man die Gleichung: 

= (/i— ^)(L— ÄXZi—C) — (Ii— ^(Z.co«X—fl)*— (L— B)(£,cosAt— 4)« 
— (L — C)(Lco8V — c)*+ 2(Lco8A — a)(Lcoan — b)(Lcoiv — c). 

Eben so erhält man durch Elimination von ß'^y — ßy", y" 9, — 'i»", 
a"3--«ß", aus VII. 4. 5. 6.: 

o = [M—A) {jM—B){M-4!)^{M—A) (Jtf cosX— «)•— (^— Ä) {Mcas^—hf 
— {ß/l — C)(Mco8V — cy + 2(AfcosX— «)(iI!/cos/t — b)(Mcosv — c), 

und durch Elimination von ßy^ — ß% yx' — 7'«, «ß' — «'ß aus VII. 7. 8. 9. : 

O = (IV-^yf) (IV— B) (N—C) — iN—J){lVco8X—ay—(N—B) (iV^cosfA— Ä)« 
^{JV—C){NcoBV^cy+2(NcoBX—a)(Ncosii—b)(Ncoav~c). 

Man sieht also^ dals L, M, N Wurzeln der cubischen Gleichung: 

VlIL {xr—A) (X— Ä) (aß— C) — {x—A) (xcos X— a)* — (x— B) (xcosjtt— *)• 
-^(x — C)(xcosv — cf + 2(xcosX — a)(xcos/x — 6)(xcosv — c) = 

sind« Bemerkt man^ dafs 

\ — cosAcosX — cosftcosfA — cosycosv-f* 2cosXcosfAcosi; = Iin^ 

so wird diese Gleichung entwickelt: 

VUL nn«* — x*[i^sinXsinX-|-Bsinjüisinpt + Csinvsinv 

2a(C0SX COSfiCOSV) 2i(cOS|tt COSyCOSX) 2C(C0SV C0SÄC08|U.)] 

+ x[AB^ BC+ CA''^a^bb^cc--2cos X(a^— ir)— 2cos ii*(AB— ca)— acos i/(rC?— cA) j 
^ABC + Aaa + Bbb + Cce — 2a bc = 0. 

& 
Aus IL 1, IV. 1, II. 2, IV. 2, IL 6, IV. 6 folgen die drei Gleichungen: 

(L — M)a'a' + (L — iV)a"a'' = L — A^ 

{L — M)ß'ß' + (L~iV)ß"ß" = L — B, 
(L — M)a' ß' + (L — iV) a^'ß" = Iicos V — Ct 

Multiplicirt man die ersten beiden und sieht Tom Produote das Quadrat 
der letzten ab, so erhält man: 
(Ir— 3/)(L— 7V)(«'ß"— «''ßO' = iL^A){L^B)^{Loosv^cy. 

Auf diese Weise erhält man folgende 3 Gleichungen : 

30» 
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3) r« — Y » — |(^ (L_M)CL-JV) P 

WO die Zeichen der Wnrzelausdrücke vrillkürlich sind. Ferner auf 
dieselbe Weise: 

4) « ß — «P — J^\^ Jm-N){,M^L) )' 
0;py P7 —rV {M—N)(M—L) /' 

6) y « — 7« — V\ ^I-N){M~-L) h 

Durch diese Gleichungen ist unsere Aufjgabe vollständig gelöst. 

9. 

Ich bemerke noch folgendes: Aus den Gleichungen II. 4, IV. 4} 
H.5, IV. 5 folgt: 

(L—M)ß'Y + (L'^JV)ß*y =z IicosX— ar, 
(L—M)Y»' + (L-^1V)'/'»'' = Lcos/t—Ä. 

Aus den Gleichungen 11.3, IV. 3} II. 6, IV. 6 folgt femer: 

(L— .itf)yY + (L—2V)y"y" z= L — C, 
{L—M)ti.'ß'^{L—Tf)<»,"ß" SS Lcosv — tf. 

Mültiplicirt man die ersten beiden Gleichungen und die letzten beiden 
Gleichungen mit einander, so giebt die Differens beider Productet 

(Z, — itf) (L — iV) (ß'y''— . ß^'yO (/«"— y''«0 
=: (Leos A — «) (Lcos/e — b) — (L — C) (Lcosv — c), 
und auf diese Weise erhält man die Q Gleichungen t 
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2) (:^'<,'>^i'ctrc^'^''-c,"^')^i ^'''f^^^^^^';^^ 



X. 



1\ f^ifX" „''(KtStO-'^i fl //. -A — (^ ^^ ^—^^ (^•' «=°» ^— <») — ^ ^"— °) (I« cos ft~f>) 



{L'-'M){^L—N) 



4) (ß y-ßy xy *-7* ;— (m-l){m-n) 

o; ^7 «f— 7» A« p— «p ;— (M— i)(M— iV) 



6) (a''ß-aß'0(ß'V-ßy'0=^~— ^^^^^'^^ 



7) (ß/-ß-y)(ya--ya)==. ^^-^->^^^;^_^^^)7^^^^ 

8) (ya^~/a) (aß^-a^ß) ^ (^co8^-6)(z^co8j.-cWy (iycosX-a) 

l9) (ftß--a-ß)(ß/-ß^y) = (^^08>-cO(iyco8^-aWy (Nco,^^ 

Die Vergleichung der Formeln IX. und X. kann ebenfalls su der Glei- 
cliung VIIL fuhren. 

10. 
kt das ursprüngliche Coordinaten System ein rechtwinkliges , so 
wird cosXssOy cosftssO^ cosvsO^ und die Gleichung VIIL wird, da 
für diesen Fall 11=1: 

-^ABC '\^Aaa'\^Bbb^Cc€ — Q,abc = o. 
Ist das ursprüngliche System ein conjugirtes^ so ist a = 0^ 6 = 0, c = 0^ 
und die Gleichung VIII. wird: 

nilx* — x*(-^sinXsin\ + *fiin/*sinft-{" ^sinvsinv) 
^x{AB^BC + Ca)^ABC sä 0, 
welche beide Gleichungen schon sonst gegeben sind. 

Königsbergs im Mai^ 1827. 
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20- 

De singulari quadam dupllcis Integralis transformatiorie. 

(Auct« Dr» /• G* Jacohij Regiom.) 



1, 

Oeleberrima illa dissertatio Gaussiana inscripta: ^^Determinatio at- 

tractionis etc.**, quae in Commentariis Soc. Gott, legitur, in eo maxime 

versatur, ut expressio data 

dE 

in forniam simpliciorem redigatur hanc: 

SP 

V-(G-f-G'co8P* + G" sin P*) ' 

id quod fieri a Gl. autore demonstratur per substitutionem factam: 

COS-C* — y + y^cosP+y^'sinP* 

noTem coefficientibus rite determinatis. Dum egregiae illi comoienta- 
tioni identidem incumbebam^ non iugit me^ eandem fere aualysin ad 
duplicis Integralis cuiusdam insignem transformationem adhiberi posse, 
quam communicare cum geometris eo minus dubito> quod duplicium In- 
tegralium theoria adhuc valde iacet 

2. 
Ponatur enim e = 

a + a'cosx^' + ö^'5in^p*cos(p* + a'''sinv//*sin(p' 
-|- a Ä' cos v^ + 2Ä" sin -^008(^-1- 24"' sin v// sin (p 
+ 2c'sin\/^•cos(psin(p + 2c"cos^psin^psin^^-^-2c'"cos^//sin^//cos^, 
quam ezpressionem praeter terminum constantem termrnos cos 4/, 
nn^|/co$(f>, sin \// sin ^^ eorundem quadrata et producta binorum continere 
videmus. Jam probabo, expressionem 

VinyfdipSfp 



r- 



transformari posse in simpliciorem hanc. 
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lö 



ünPdPd& 



ß + G'co8P*+G''siiiP*co»**4-G'''8iaP*8in*«' 

idque per subititutiooem 

p „^ a'\^a^ cosi p'^ g^^sin ^ cos y «f* ctf^* sin ifß >in y 

^ /^+/yco8V/"f"/^^siDV;cosy-t-/y^^8inV^8iny 
"* d-{- J^ cos t// -f- ^'^ sin V^ cos 9 -f*'^^^ ^^" tpsimp^ 



sin P 008 d* 
sinPsind* 



y + ycoiiff-^y^^Binifßco^ w + y'"sin t/; sin y 
o + ^' cws »^ -J- o" sin V cos tp -J- o'" sin U^ sin 9 



coelfioientibus rite determinatls. Qaarum determinationem » »i- 
cuti quantitatum &, G', G", G"\ iam aggrediamur. 

3. 

Quia co8i'*-f'*!i^-^cosd*-l-sinP*sind* = 1) expressio 
(a 4- a'cö5<^ -f- a." a\n4^ coi<p + «'"sinv^sin^p)* 
+ (ß + ß'co«r;/ + ß"«in%^co»^+ ß'"«in^/^sin^)• 
+ (y + y'co5\p + y"«in^^cos<p + y'"«in^//8in<P)• 
— (J + ^co« ^^ + ^'ain^// cosip + Ä^^sin^^siiKP)*, 
eyanescat ueceMe est» unde qula 

ut cum CI. Gauss ratiocinemur, induere ea debet hanc formam: 

Hinc nanciscimur decem aequationes conditionales has: 

aa + ßß + yy — -^^ =— *, 
a'a.' + ß'ß' 4- // — Ifh' = *, 

a''V"+ß'"ß'" +/"/"•— ^"*"' = *» 

aa'+ ßß' + y/— 5^ = 0, 

aa" + ßß'' + yY'— ^^" = »» 
aa"'+ßß"'+yy"'— ^J"' = o, 

a" a'" + ß" ß''' + y^y"' — $" S"' = 

a'"a' + ß'"ß' + y y' — ^"^^ s 

l^a'a" + ß'ß" + //' -- ^^' = 

Quia sedecim coefficientes in quantitatem arbitrariam ducl poMunt, 
ipsam k ex arbitrio accipere licet. 



L l 



0, 

o, 
0. 
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11. 



a'k, 
a"k, 



/// 



*, 



4. 

Ponamus porro^ expressionem; 

+ G^'(ß + ß'cofl^// + ß"sm^//cos^ + ß'"5in^//8in<p)* 

+ ^'''(y +y'cos^ + y'^sinv^cos^ + y'"sln^psln^)• 

+ G (* + ^ cos r^ + ^'sin>// cos(p + J^'sin^// sin(p)« 

= (G+G'cosi^+Ö"sinP«cos3*+G"'8inP»sina») X 

(^ + 8'cos^^ + r«m^coß<p + J"'«in^//sin(p)% 

abire in expressionem kfi. 

Hinc aequatioiiibus satisfieri debet decem hisce: 
/ G'aa + G"ßß + G^'yy + G^* 
G'a'a' + G''ß'ß' + G'^yy + G^Ä' : 
G'a^'a" + G"ß"jS" + C'y"y" + Gi"^" : 
G'a'"a'''+ G"ß"'ß'"+ G^'^y'^'y"'-}- G ^"Ä"' 

G^a a' + G"ßß'+ G^'^y/ + G*^ = Ä'*, 
G' a a" + G"ßß^' +' G'"y y" + GS8'' = 6"*, 
G' a a'" + G" ß ß'" + G'" y y"^ + G S^'' == Ä''^ i', 

G' c//'a"' + G" ß^'ß"' 4- G" Y'y''' + G ^" 5''' = c' X', 
G'a'''a'+ G"ß'"ß^ + G'''/'Y+G^'"5' = c"it, 
^G'a'a^'-f G"ß'ß'' + G'''Yy" + G^^^' = c'''*. 
Per aequatioues viginti I. et IL generaliter loquendo et ledecim 
coefficientes «, ß, 7 etc. et quatuor quantitates G, G', G^\ G'" determi- 
natae sunt. Adnotandum insirper, aequationes I. ex aequationibus IL de- 
rivari, posilis G' = G''=:G''' = 1, Gä—Ij a'=c"=a'"=l, 0=— 1; 
Ä'=6"=Ä"'=c'=:c"=c'"=0. Quibus positis de formulis, quaecunque 
de aequationibus IL demanant, earum similes derivare licet. Idem^ ut in 
re simiii^ monuimus in commentatlone de axibus principalibus superfi« 
cierum secundi ordinis. 

5- 
Dato systemate aequationum: 

ttjx + ß^ + yy + ^^ = 

a''>+ß'''ar+y'"3'4.r'z = 
ponamus earum resolutione erui: 



m 
m 
m 
m 
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U, 



un Yf,tii 



or, 



III. 






Am + ^'m' + A"m" + A 

Ciw + C'//i' -i- C"m" + C'"/w'" SB y, 

/?m + Jö'm'+ /?";/*"+ D'"77i'" = z. 

Valores sedecim quantitatum Ay Bf etc. supprimimus eorum pro- 

lizitatis causa; in libris algebraicis passim traduntur, et algorithmus, 

cuius ope formantur, hodie abunde notus est. His positis, ubi ex aeqüa> 

tionibus (IL) selegimus sequentes: 

a . G'« + ß. G"^ + 7, G"''i + ^. <?* = «*, 
«'. G'tt f ß'. G"ß + 7'. ^''-i -\-l'.Gl =: b't, 
a". G'k + ß'\ Ö"ß + 7". G'"y + a", G« = 6% 
a'".<?'«+ß'''.G"ß+7'".G"'7+^"'.G^ = b"'k, 
carum resulotione nanciscimur: 

*(^ö + A'b' + wrf"6" + u<'"Ä"0 = 

kiCa + Ca' 4. C'Ä" + C"b'") = 
/l:(Z>Ä + ß'Ä' + D"Ä" 4- D'^'b'") = 

Eodem modo obtinetur: 
it(.^Ä'+ A'a'+ A" c'" -^ A'" c") = 

* (B Ä' + B' c' + B" c'" + B"' c'O = 
k{Cb'Ar Ca' + C'c''' + C" c") = 

* (Z) Ä' + !>' a' + Z)" c'" + ly" c'O = 

t (^ V + ^' c''" 4- A" o" + ^'" c') = 

* (B i" + B' c'" + B" ö" + B"' O = 

* (D 6" 4- ^ ^'" + ^" «" + ^'" <^') = 

* (^ i'« H- ^' c" + w<" c' + ^" a"0 = 
kiß V" + B' c" + B" c' + B'" a'") = 
it((7Ä'"-i- C'c''+ C"c' + C'a'") = 
^* (Z) b'" -\- ly e" ^ D" c* -{- D'" a'") =^ G S'". 

Ex his aequationibus modo dicto aliae ^erivantur, quae aequationi- 
buf (L) respondent, sequentes: 

(t = — A^, ß = — kB, 7 = — ÄC, a = ÄZ>, 
«' = /i^', ß' i= A B', -i' z^kC'y ^ = — AZy, 
IV. <^y/ _ j^j^,i^ ß// — AB'', 7" = AC", ^' ^—kiy^ 
y//_. A^'", ß'"=s AB'", 7"'=JIC"', J"'= —AD'". 

Grelle'* Jonrnal. IL Bd. S. Hfl. 31 



G'a', 
G"ß', 
G<"7', 
GS'. 

G'«", 
G"ß", 
G"'i'y 
Gl". 

t G'a."'y 
. G"ß'", 
: G"'7"', 
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6. 

Utrisque aequationibus combinatis, statim prodeunt haec quatuor. 
aequationum sjstemata: 

(1) = A(a + GO + ^'Ä' + A" h" 4- A'" b'", 

^ Ab' 4- ^' (o'_- öO + A'' c'" + A'" c"y 

0=^ Ab" +A' c'" H- A" (o"-, ©0 + A'" c\ 

QzsAb'" •\-A'c" +A"c' ^J'*'(a"'—.G'), 

2) =:= B(a + G")-{-B'b' ^B"b" +B'"b"', 

= B i' +B' (a'— G") -f B" c'" + B'" c", 

= J3 Ä" -{-B' c'" -f. B" (o"— ©'0 + -B"' <^'» 

= CA' 4- C'(a'— G"')-\- C"c"' 4- C'"'c", 

= CA" 4- C c"' 4- C" (o"— ©''0 4- C"' c', 

^ Cb'" +C'c" \.C"c' J^C"'(a"'^G"% 

4) = 7)(ö— G) 4-Z)'A' +D"b" 4-Z)'"6% 

= 06' 4- 2)'(a'+ G) 4- /)"c"' 4- D'"c'', 

= 2)*" 4-D'c''' 4-zyv'+^) -i-^'"«''» 

= 06'" 4-Zyc" •\-D"e' 4-Z)'"(a"'4-(?). 

Ex eliminatione qaantitatum ^, A\ A", A"' e primo systemate ob> 
tinetur aequatio, per quam G' datam esse censeri debet; simili modo e 
secundo, tertio, quarto systejtnate eliminatis resp. B, B', B", B"'-j C, C% 
C", C"'\ P, B'y B", D'" obtinentur aeqoationes, per quas re«p. <J", &", 
G data« esse videmus. Primo autem intuitu quatuor sjstematum appa- 
ret, omnes eas aequatlones respectu quantitatum G, — G', — G", — G'" 
ojnnino easdem fore, ita ut, sl una aliqua e quantitatibus G, — G'y — G", 
— G'" per X denotetur, una eademque aequatio inter x et quantitates da- 
tas omnes iJlas quatuor quantitates G, —-G'y — G"y — >G'" tamquam ra- 
dices exbibitura sit. Fit illa, elimiaationis negotio rite instituto: 

VI. = (c — .r) (c' 4- X) (o" 4- X) ia'" 4- x) 

— f «— a) (o'4-;«;) c' c' — (a—x) (a"+x) c" c" — (a-^x) («"'4-ar) c'" c"' 

— 'Ktt"-\-x) (o'"+x)Ä'Ä'— (o'"4.x)(o^+*)6"Ä"— iü'Arx\a"^x)b'"V" 
4- 2c'c" c'"(c— *) 4- 2c' b" b"Xa'-\-x) 4- 2c" b'"bXa"^x) 4- ac'" b' b"{a"'-\.x) 
J^b'b'c'c''\-b"b"c"c"-{.b"'b"'c"'c'"—2i'b"c'c"-^2b"b"'c"c'"—'2b'"b'c'"c'. 



Jatobi, de singul. quadam dupL Integralis trmsf. 



'^9 



Naturam hulus aequationis biqvadraticae altius indagandi gravissi» 
uium negotianS) ulteriori ea de re disquuitiooi reservamus. 

7. 
Inter sedecim quantitates a, ß, etc. et. sedecim, quae ex üs deri- 
Tantur, ji, A\ etc. plarimae intercedunt relationes perelegantes, quae 
cum aualystis ex iis, quae Laplace *}, Vandermonde **), in com- 
mentariis academiae Farisiensis A. 1772. p. IL, Gauss in disquis. arithm. 
Sectio V., J. Binet ***) in vol. IX. diariorum instituti poljtechnici Fa- 
risiensis, aliique tradiderunt, satis notae sint, paucas tantum referam, 
quae casu nostro speciali ope aequationum (IV.) facile ex iis derivantur.. 
Primo adnotabo decem sequentes, aequationum (I.) similes: 

/__aa+ a'a'+ al'o!' + a!" o!" — k, 

^$+ ^^^ ^/^' _l_ ^" ^'" = ^ i-, 

aß + a'jS' -f a"ß'' + a/''ß"' = o, 
ay + a'y' + a"y" + a'"y'" = o, 
aS^a'^' + a" 8" + a'" Ä'" = o, 

ßy-^ß'y'^ß"y" + ß'"Y" = 0, 
y J + y'S' + y"^' + Y"^" = o, 
hß + h'ß' + ^' ß" + h'"ß"' = 0. 
Detnde probari possunt aequationes sequentes octodecim: 
/aß'-^a'ß =—(y"$'''—y"^')ty o! ß" — ol ß' -. 
a.ß"^a."ßz=.— (y'"^'_ y'J'"),, o!'ß'"—d"ß": 

_ (y' ^' ^ y" ^) t, a.'"ß' — a' ß'" = 

_ (]^'ß"*^ ^"ß") t, a! y" — a" / = 
» (J'"l3'_- J'/3"0«, a"y'"—ai"y" = 
- (^ ß" — ^' ßO f, a'" y' — a' y"' = («"ß" - 

a' * = (ß"y'"— /3"y') ty et' J" — a'' ^' = — (/Sy'"- 
. a" ^ =s (jS'" y' — jS' y"') e, a" 3'" — a'" ^'' == — (/3 y' - 
a'"5 SS (ß' y" — ß" yOf, a'"^ — a'5^" = — (ßy"- 



VII. 



VIIL 



aJß'"-~a'"ß 

ay* • 
ny"- 
ay"'. 



a'y r= 
a'^yss 
a"V = 



Cy^'~y'"^;^ 
(y^-y"^>, 

i3'"y)^, 
■/3'y)., 

-ß"7> 



desipiante « vel + h ^^1 — ^* 



*) Recherche! tue 1« calcul iDt<(f*ral ou le lyttteie da monde, pg, 294— 304. 

*^ Memoire lur IVh^mioatioDf p{. 51€« iqq. 

***) Memoire mr un aysleme de forattlei antlyti^aes elc. 
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8. 
Ex aequationibus^ per quas Pf d* per v^, (p expressimus» Tidelicet: 



cosP 
sinP co8«& 
8inP8in«& 



««4"a^ cos tp'4"a^^8ipV^ cosy-f*^^^**" V^ ^^°y 
J -[. j^ cost^ 4" ^" **** V' cos y -!• ^'"»in V •"*9' 

^-|«^cost/;-t"/y^sinV^cosy4'/^^^*">y»*^y 
S^ 8' cottff '^ S'* tmxfß cosy-f- J^'^sin^siny ^ 

y«f-y^cosy-t^y^^smt//co8y4'y^^^^°y*^°y 
^^^/cost//-{*^^'si'^Vcosf)4*^^''^V^^^9' 

ope aequationum (I.) facile probantur sequentes^ per quas ^^ ^ vice versa 
per Pf B exprimuntur: 

i — acosP — ßsinPcosÄ — 7sinPsin-& s=s 

^ 

d-|"^' cos V + ^'' MO Y^ COS qp -{- 5'" sin t// sin y ' 

, — a^ + tt^cosP4-/ysipf cos^ + y^sinPsini» 

^ ""^ J — acosP — /?sip jPcosi?' — /sinPsin^ ^ 
_ >-. ^^/ + c^/ cos P 4- ß"9\n P cos ^ + y^^ sin P sini» 
"" Ä — ocosP — /?sinPco»^ — ysinPsind* ' 

_ ~J^^^-f a^^^cosP4»,^^^sinPcos» + /^^sinPsin^ 
"" J — ocosP — /JsinPcost^ — ysinPsint^' 

9. 
Restat, ttf ipsaium sedecim quantitatum o, ß, etc. oruantur ^alo- 
Id quod fit formulis sequentibus: 

o« _ («~G')(a"-0(a'"~G')-cV(a'-G>VVV-<yW"c'"(a'^-G')+2cVV" 

(G-Y G) (G'— G") (ff— G"') " ^' 

(a"-ff)(a"'-ff)(a4.ff)-cc'(a-t.ff)-6'V"(a"--ff)-dV(a"'-G')+2t?'»'"c 

(ff + G) (G — G") ( G — ff") ^' 



IX. . 



sin^^cos^ 
sin ^p sin (p 



res. 



je 



X. 






a a 



in tii 

a a 



\ k 



_ (a"'-ff)(a+ff)(a-ff)-cV(a-t-ff)— &'6'(a"-G')-^'"»"'(«--g)-f2> frV' 

(ff+ G) (ff— ff') (ff— 6'^ * 

. (a■^ff)(o*-ff)(a''-ff)-c"V''(tt^■ff)-fr"6V-ff)-^y(a''-6')^•2^Vc'" 

(ff+ G) (ff— ff') (ff— ff") ' 

Ex his aequationib'us tria alia systemata derirari possunt, ubi loeo 

Gy G', G", G"\ aa, a'(t% a!'it.", a."'a"' resp. ponitar 

G, G", G\ G'", ßß, ß'ß\ ß"ß'\ ß'"ß"', 

G, G'", G", G', 77, yy, 7"7", W"» 

— G', — G, G", G"', — J^, —S'^, — r J", — J'"^«. 

Porro adnotandum est, producta binarum a, a', a,'\ a/", binarum 

(3, ß', ß"y ß'", binarum 7, y, 7", 7'", binarum i; *', ^'y S"' rationali- 

ter exprimi posse. Hinc ipsarum a, ß, y, ^ signis pro lubitu acceptis, 

reliquarum signa per illa determinata sunt Fit autem: 
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XL 



tff 
C 



m 99 



m 



(a£ __ >V— G')(a"'-G') - c''b"'(a"—&)-^"'b"{a''^&)-b'c'e''t-b"ee''+ b'"c 

k ~" (G'+ G) {GT— CT) (G-— CT') 

aa"_ b"(a'^—G'){a'—G')-c;"b'(a"'-G')~c'b'"{a'—&)-b"o"e"+ b'"o"o'"+ b'o" 

k {G + G) (G'— G") (G'— <?"') 

«a"'_ »'V~G'Xg''— 0')---oVV'~0')— c"»'(a"~G')— &'V'e'"-f&'c"V+ft'V'c 

Jb (G' + G) CG' — ff'XG'— G"') 

ttV"_ c (a+ G^ (a'~ &) — cV V-t- G*) - b"b"'ia'— ff) ~ cW+ c'V»"+ c"'b'i 

»V _ c"(a+G')(a"~G')-~ o"V(a-t-G') - b"'b\a''—&) ~o' Wf e'Vr 4 cft' V 

» "" (GT^K^'^^G'yc^:^^'') ' 

V. * (GT6KS'=^1(G'^^^^G''1I 

Ex his formulis aliae derlvanfur reliquae, ponendo loco 

*V G, G% G", G'", «, «', a,'% et.'" resp. 

*, <?, G% G", &, 7, 7', y, 7'", 
—*, —6', — G, G", G"; i, $\ i", ^"'. 
Hae forxnulae int er alia docent, pro quantitatibus G, — G'y — G"y 
->-G% ne e quantitatibus a, ß eto. quaedam in infinihim aboant, diversas 
■Uttti daber« aequationis (VL) radices. Ceterum andljsin, cuius ope aequa- 
tiones (X. et XI.) inventae sunt, brevitati ut consulatur, «upprimimus. 

10. 
Jam qaoties integrale duplex 

JTudPd^ 
düignante ü functionem aliquam quantitatum Pf ^y auxilio aequationum 

F(P, ö) = X {4^, <P), 

transformare placdt, notum est, fieri 

dn dx _dn dz 

Casu noBtro, quia est 

k^ 

o — ttcobP — /Jsin P cos i9* — * y sin Psio 18* * 

poni potesty ubi 

* SÄ l — aco&P — ßsinPcosd — ysinPsind, 



2^ Jaoobi, de simguL qua€lam dupl. integraii* tran^, 

f(P, a) = ysinPcosa, 
F(P, ^) = ■jsinPsin&y 

%(^» ^) = 7 + 7'co«1p^-7"8in^//co8<p-f-y'"8iQ^|/sin<p. 
Hinc erit 

ititsinPf (rcosP— 4p«inP) = itsinP.t(icosP—a) ä 

it sin P . / f {(^«'—5'«) cos t^ + {Su"—i"tc) sin ^// cos <p + 0a."'—tti"') si n ^ sin <p}, 
quam expressionem propter aequationes (VIII.) in hanc abire videmus : 
— *f8inP^/{(ß"y'"— ß'"y')co8t^ + (ß'"y — ß'7'")sin^co8(p 

B '. dn dz du dx 

Porro ent -s — . -^ — -5— . -3=- = 

sin\^{ — ß'8in1^4-ß"cos^//co8(p + ß'"co8^^8in^} { — ^ 8in<f> •^y'"oo8(p} — 
8in>^{ — y'8inT//4-y"co8\//co8<P+y"co8'//8ln<p} { — ß"8in<P + ß'"cos^} = 

sin ^{(ß'V" -ß" YOcos ^//H-Cß'' V -ß V'Osin ^^ cös <p+(ß Y -ß''70«n^^«i n <p}. 
Unde 

an 3;^ dn dx 

dtff ' Bq> d<p ' &V> __ nullit 
df dB Bf dF *«8iJäP' 

dP' d& d&' dP 

Jamjam quia 

G + G'cosP»4. G"8inP*co8$*+ <?''8inP*8in&* = ^, 
fit taadem: 

—JjG + G' cos P- 4- G" sin P» cos *»4.G"''»iQP»8in^» 



# 



Oisquisitiones haec cum ulterlus sint producendae^ commentatioaem 
hanc qualemcunque indulgentiae analystaruin commendatam yolo. 

Scn M. Juni. 1827, ad Universitatem Regiomont. 
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21. 

Bemerkungen über eine Art von Functionen, welche 
ähnliche Eigenschaften haben, wie der Cosinus 

und Sinus. 

(Von Herrn Xioiö» OUvier.) 



Wenn e die Zahl bezeichnet, deren natürlicher Logarithme l ist» so 
ist bekanntlich 

welche Reihe auch iiir jeden beliebigen^ endlichen Werth von » con- 
vergirt* 

Wenn man ferner eine der imaginairen Wurzeln der Gleichung 

2. ^ — 1 es 0, 

gleiehviel welche ^ durch » bezeichnet ^ so sind bekanntlich die n Wur 
zeln dieser Gleichung^ der Reihe nach : 

3. a, a% a' . . . . a", 

und wenn man irgend eine von den Wurzeln der Gleichung 

4. or^ + 1 = 

durch ß bezeichnet y so sind die n Wurzeln dieser Gleichung, der Reih 
nach: 

5- ßuy |Sa% ßa^ .... ßa\ 

Desgleichen ist bekanntlich 

J a + a* + a' . 4 . • + a** = und 
\ß(i+ßa^+ßa^.^..+ßoir = 0^ 

Setzt man in (1.)^ der Reihe nach, ax, a?x, a?x....(^x und ßdx^ 
ßa^Xy ßo?x . . . »ßaPx statt x^ so erhält man: 
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7. 



e"* SS 1 + aa? + 



.a»Jf 



1 + a*x + 



2 




a^x* 



+ 2.3 T 

+ 2.3 •••' ^ 



«^ • o • • • • Hl 



• • • 



<6 • «5^« • • • m 



• • 



O^wijpm 



1 + a'a? + -^ |--5-g- . , . . + g-^— - 



m 



• • • • 



U^nm^Mt 



1-t-ax-h— 2- + -2:3- •••• + 2.3,... 



• • • 



71» 



und 



y- 



'ax 






2.3 



^•'=H.ßa-x + ^l^ + ^!^ 



8. 



e^*'= lH-|Sa';r + 



2 



2.3 



• • • • "T" 



2«t3.«»»7ii 



H mö • • • »m 



• • • • 






2.3 



J,9 «J • • • . 71t 



gj»a"x 



l + ßa"jr + 



ß*tfi«x* j^ß^a^'x* 



2 



+ 



2.3 



• • • • ""r* 



<£ *.U • • • • 771 



• • • • 



Insofern nun n eine Primzahl ist, so sind die Potenzen 



am ^^tnt ^M^fi jm'c^ 



von «I weil z. B. «"^^ss«, «"+»=«• etc., für jedes beliebige m, welches 
nicht if oder ein beliebiges Vielfache yon n ist, den Potenzen 

von a gleich, nur in yerschiedener Aufeinanderfolge. Also ist nicht 
allein 

a + a? + a? •. ^ • • + a" ^= o (6.)> 
sonfdern auch^ 

V 4- a* + a* ^ oT = 0, 

9 )o? + a?+ a? + a*» = 0, 



^a'*'+ a*" -f a"* |- a^* = o, 

in sofern m nicht 1 oder ein Vielfaches von n ist. Hingegen für m=sn 
ist «*•=!, a*^ =s 1 etc., also 

10. a" + Ä*^ + tt'" • • • • + Ä** = /2. 
Dergleichen ist 

11. ß»» = — 1, ß«'« = + 1, I?'» ;=; — 1 etC, 

Nimmt man daher die Summe der Gleichungen (7. und 8.)> so findet 
man, vermöge (6,, 9., 10. und 11.): 

12. 
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12. ^ + ^«•* -f e«*' . . . . + e«** 






13. «^ + «^«•* + e^*' . . . . + «^ 
— jiYi I "^^ I ^"^ t *^^ I ^ 

Multiplicirt man ferner in (7. und 8.) die erste Gleichung mit a"*^, 
die sweite mit a"^» die dritte mit a""^ u. s. vr.y und nimmt die Summe 
der Froducte^ so findet man, wie leicht zu sehen: 

14. a'^'t** + a"-*<'* + a—^a**' • . . . e« 

'^ + 2.8^.,.it+l + i.3....2it+l + 2.3-...3ii+l--7 "^* 



»x 



15. a'^»€^*' + a"^^** + är^e^'' + . . . . e^ 



X 



— »P^* + 2.3....^4:i + 2.3-.,.2it + l+2.3..-.3ii+l + **'V* 

Multiplicirt man in (7. und 8.) die erste Gleichung mit a^'^^\ die 
sweite mit a*^"^^^, die dritte mit a*^**^^ u. s. w.> und nimmt die Summe 
der Producte, so findet man: 

16. «•«"-»>e«' + a*c».-«)e«** + a*^»-^>e«** . . . . + e*"* 

(^t jpii|a ^^"H jp^'H \ 

■Jr + 2.3....ii+2 + 2.3....2n+2 + 2.3....3«+2 / ""^ 

17. «^»-'>*^ + «•«— )e/»«»x ^ ^.(»-«)^»x ^ . . . ^ e^"* 

e= «P V2 "*'2.3....n + 2"*'2.3....2rt + 2"'"2.3....3rt+2 A 

Fährt man auf diese Weise fort, so findet man allgemein: 

n 
dCtOtm^mJit 2« d^ • • »m *|"ii 4# • u* • • • 4^ii"^iii i^«3« • • »mii*!" iit 

und 

nß^ 
"^ 12*3/...m"*'j2.3..».m4-ii"*"2.3....2/i4-m "»"2.3 S/i+m"" 

So kann man die fieihen rechterhand in (18. und 19.) für ein beliebiges 
m und n, durch Ezponential - Gröfsen ausdrücken« Die Gleichung (19.) 

Cr^ne^i JuanMU II. Bd. 3.Hfte 32' 
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findet man auch aus der Gleicliung (18.)^ wenn man blos ßx statt x 
setzt } wie gehörig. 

2. 

Wenn /z^l, so ist a=l und ß=: — i, desgleichen kann m nurO 
sein. Also ist in diesem Falle^ wegen der allgemeinen Gleichungen (18. 
und 190: 

20. e* = i + x + ^* + i^ + 2^^ "'^^ 



. • . • 



21. ^"'— l—'^ + y — 273 + 27374 
welches mit (1.) übereinstimmt. 

Wenn /2 = 2 ist, so ist « = — 1, ß = /* — ^1(021), und m kann O 
und 1 sein; also ist^ zufolge (18. und 19.): 

e-^ '\^ ^^ 1 -L ^* j« ^* j ?* j« f^' 



»3 *r*^ *t*^ or»^ 



• • • • 






^.... 



23 J 2 ~ 2 "^2.3.4 2.3....6'T"2.3....8 

( 2i ^~23+2a:75~2.3....7"*"ir3777r9 — 

Die GröTsen in (23.) linkerhand bezeichnet man auch durch cosor 
und sin X, und die Reihen rechterhand sind die bekannten für cosx 
und sin^r. 

3. 
Wenn n =: 3, welches der nächste Fall nach a sss 2 ist, so ist 

« = == > ß = — 1 und m kann 0, 1 oder 2 sein. Also ist, su- 

folge (18. und 19): 

3 "" ^"**2.3"'"2.3....6"*"2.3....9+2.3....12'"* 



a 



3 *^2.3.4^2.3....7^07!lÖ^2.^...i3"**' 

3 ~ 2 "•" 2.3....6 + 2.3....8"^ 2.3-...11 +2.3....J4 • ' • ' 
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3 "" ** 2,3'*"2.3...-6 2.3..„9+2.3....12*'* 

"^- ^ 3 "^"^ 2.3.4 + 2.3....7 2.3....10 + 2X143— ' 

3 ^2 2.3....5"*"2.3..,.8 2.3...Ti +2:3:3i*-* 

Man erhält auch die Reihen (25.) aus denjenigen (24.)^ wenn man 
blos — o: statt 4-^ setzt. Desgleichen sind, wie leicht zu sehen^ die Glei- 
chungen (24.) die Differentiale von einander. Bezeichnet man da- 
her die Reihen rechts in (24. und 250* der Kiirze wegen, durch <p^x, 
<p^Xy <p^x und^y^o:, f^x, f^x, und zwar so, dafs 



26. 



2"i";i.3....5"^2,3....8"'"2.3....11 •*•• ^ ^^^^ 

' **" 2.3.4 '*"2.3....7 + 2.3....10 '=' ^*^' 

* + T."3 "*" 2.3. ...6 + 2.3.. ..9" * * *= ^'^* 

x' X* , X* x" 



2'~2.3....5 + 2.3....8'"2.3.,..ll"** —/»*"» 
^' "^*"~2.3.4 ''"2.3....7~2.3....10 = /«*♦ 



<c«3 x«o....6 ^«o..«.? 

80 ist, W6^ a' s=t 1 : 

e^-^ae^' + a**"" 5= S^jX == 3a(p»x = 3S'<p,x, 
und 

e-' + e-* 4- «'"*' 5»: 3/.X = 3e/,x = 3a»/,x, 
29. ^tf-* + «'<?-«*+ a^-"*' = — 3/.X = — 3ö/jar = +3ay.x, 



Hieraus kann man für dieFunctionap <P(X, ^,x, «PsX vnA f^x, f,x, 
/i« alUrhand Folgerupgen ziehen. 

32* 
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Erftlioh. I. Man findet c B. 

27^» X» SS «** + e^ + «*••* + 3«<*+«'* + 3*«**«*J* + 3«f*^'>* 

+ 3 c(*«+"*^ + 3 e«*'**'^ + 3 «^•••+»)* + 6, 
OQ y27^,x» SS e^+ «*«'+ «»••*+ 3««e««+«>'+ 3»«t«+«»)«4. 3«e<«^o* 
* 4. 3 «• «c«^*)* + 3 «•«(•-*+')' + 3 « «(*»•+«> + 6, 

laT^jX* = «»« + «»«' + e*'*'+3«#t*+«'*+3«**«^*)*4.3*««<«*^»>' 

+ 3 « e(«'^*>' + 3 » e<*'Hi)« ^ 3 ^.^(t.»^«)» Jj. ß. 

Dieses giebt, wenn man die Summe nimmt: 

31. 9((p.x» + ^,x» 4- <p,x») = c^ + «»«* + e*«- + 6, 

und weil, rermöge der ersten Gleichung (28.)y 

e^.^e^^e^'*=s 3<p.(3*) ist:. 
3^ 3 ((p.x» + ^.x» + <p,x') = <p,(3 x) + 2. 

n. Nimnit man von der Gleichung (32.) das erste Differential, so 
findet man, rermöge (38.): 

33. 3(<p,«»<p,x + <P.a?(p»x + <p,ai«^,x) = <p5(3«). 

Nimmt man von dieser Gleichung das erste Differential, so er- 
hält man: 

34. 3 (<p.x*<p,x + <p,x«^, X + (PiV? 9,x) SS ^,(3x). 

Nimmt man yon dieser letzten Gleichung das erste Differential, so 
findet man: 

35. 6<p,x<p,x<p,x + <p.x* + ^ax» + ^,x» SS ^,(3x). 

Dieses giebt auch, wenn man die Gleichung (35.) dreimal nimnat, 
und davon die Gleichung (32.) abziehet: 

18 <pjX <ptx <p,x s=s 2^x(3x) — 2, oder 
36. 9<p,x(p.x^jX = <p.(3x)— 1. 

Ziehet man (36.) Ton (35.) ab, so erhält man; 

37. ^,x* + <P,x*+<PjX* — 3^,x^,x<p,x SS I. 

HL Wenn man zu den drei Gleichungen (^8.) mit x, ähnliche 
mit y S9txtf nemlich: 

/er + «^ + «••? SS 3^.y, 
38. /«y +,a*c«y + ««••'' = 3(p,y, 
(*''+ ««^ + «•«•*!' = 3^jy, 
und multiplicirt nun die Gleichungen (28.) mit den Gleichungen (38.), 
so erhält man: 
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39. 



[9^,x^,y BS «*+-" 4- «'<f"'^y + «tf"'*+y + «•tf*+«3'+ «*•{**•« 4- c«»'+^ 

4- «e****' 4- e^*+"'y 4- «•e"'(*+J'.'y 

9^,x(p,y SS e*+' 4- ae"*+y 4- «•*"'*+> 4- a**+*'y 4" «•**^'+>'J 4- c?"'*-»*^ 

-j_ X* e*+"*y 4- e*?*+"*>' 4- « «••<*+y>, 

SS e*+y 4- e"'+y 4- *"*'+y 4- a*«»«**^ 4. «•««t*+r) 4. ««e« '*+«)' 

4- «^+«'y 4- «*»*+•*/ 4- «««•(*+y)^ 

= e**^ 4- *"**' 4. tf«*'+y 4- «^*+*^ 4r ««"t*+y5 4- «e»***^ 

4- «'**+"'' 4- «•«f"*+-'j' 4- «•«•'('+?), 

s e*^ 4- «•*«*+y 4- «e"'*+7 4- e*+^ 4- «•««{^+y) 4- «e****^ 
4. e'^^y 4- «• tf«*+«*r 4. « *«'t*+r), 

- e*+''4- a*«**^ 4- «e***^ 4- «**+*'' 4. «"(*+»') 4- a'*"*»+^ 
4. »«tf^+^'y 4" «•"*+**y + e"'(*+r)^ 

= «*+>' 4. a«"'^+y 4- «•«"**♦'' 4- tf**"'' 4. «««t*+y* 4- a*«"***^ 

^ e*+«'y 4. rt e«*+**y 4- «• e"*<*+''^, 

s **+r 4- «tf-'-H' 4. «•*«'*+/ 4- a«e*+«y4- e"'*+^^ 4- «*"*'+^ 
4. «<•*+"'> 4_ ««*"*+«*/ 4_ ^•(»+y). 

Daran» folg^ wie leicht sa sehen, 

,3(^.«P»y4-p.x^,>'4-P3X^.y) = 

4a /3((P,x(P,y4-^.x(p,>'4-(p,x(p.>') = 

3((f>,x(P,y4-(p.x?),y4-(p,x(p.>') = 

also ist, vermöge (28): 

41. |(P.x(P,y4-(P.x(p,y4-(p,x(P.y 

i?>3x(p,y 4- <P.x?>.r + ?>.«<P.y 

Desgleichen folgt aus (41. und 39.): 

42. (<p.*+<PrP4-^3*)(<P.r+^*y+^jy) = <P.(*+y) + <Pa(*+y) + (p>{'^+y 



9^xx?>,y 
9^,xp,y 
9^.x^.y 
9?>.x^,y 
9?>,x?>.y 
9^,x^,y 



tf*+r 4. e«t'+r) 4i ^'(*+y)^ 
e«+r 4. « g'l'+y) 4. «•e"*<'+», 
tf^+y 4- »«e't**^' 4. « e«*{»+7), 

=a ^. (X 4. y), 

= <p3 (X 4- y)» 



IV. Aus (28.) folgt: 

** s=s q>^x +^tx 4- ^iJT, 

43. /««' s= ^,ar4-«(p,4r4-«'^,x, 
also ist für einen heliehigen Exponenten m: 
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(«P.x + Äjp^x + a'CPjx)". = (pi7nx4-«<P»wx + a*(Pjmx, 

Daraus folgt auch: 

3«p.mx = (<p»x + <p,x4-<P3*)'" + (<P.ar-f «<P,x4•«•(P3x)• 
+ ((p.x + «*(p,x4-«<p3xr, 

45. /3(p»7rtX = (^iX-{-<p,x + <p3x)'" + «X<P.*+«<P.*+«*<P3acr 

+ «(<P»ar + «''(p,x + «<p,x)'", 

|3<pjmx = (<PiX + <P»*+<p3^)'" + « ;<P.x + «(?>, x + a'^jx)" 

+ «•(<p.x + «*<p,x4-«(p3x)'". 

Zweitens. V. Die Gleichungen (29.) geben auf die Weise wie 
(30., 31. und 32.)) ^i^ leicht zu sehen; 

46. 3(/;x'-/.x'4-/3X») = /.(3.r) + 2. 
Nimmt man davon das erste Differential, so findet man, yermöge (29.): 

47. 3 C/;^«/,x +Ax^Ax —f,x%x) =s /3(3^). 
Das erste Differential von dieser neuen Gleichung giebt : 

48, 3(/.x'/.x-/.xV,x— /3x«/^) =/.(3x). 
Das erste Differential von dieser neuen Gleichung giebt: 

Dieses giebt auch^ wenn man die Gleichung (49.) dreiniai niaimt und 
von der Gleichung (47.) abstehet: 

W.tAx/.x = _2/,(3x) + 2, oder 
50. V.xAxf.x = 1— /.(3x). 

VI. Verfahrt man ferner mit den durch /», ^i, J^ bezeichneten 
Functionen wie in (III- )> so werden die Resultate^ welche man findet, 
wie leicht zu sehen, den dortigen ähnlich sein^ nur dals immer Alles, was 
f^ enthält^ das entgegengesetzte Zeichen hat. Es ist also, rermöge (41.): 

( A^J.y—f2^f:iy—AxAy =/i(*+7)> 

51. f^^f^y+f.xf,y+f,xf,y^Mx^y\ 

^--A^f^y +L^J\y +A^Ay =/.(-f+r)> 

und, vermöge (42.): 

52. (/.x-/.x+/3x)(/.y-/.y+/3y)==/.(x + y)_/.(x + y)+/3(x+j), 

desgleichen^ vermöge (44. 45.): 
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(J^x—f^x +/,x)'" = f^vix—f^mx +/3mir, 
53. {WtX--af^x-\- a.%xy =/.ma:— «/.mx + a'/jT/ir, 

I :\l7nx^(f,x~f,x+f,xr^ C/;*-«/.r+««/3x)-'+ (/.x-a'/.j+a/jx)» 

54. {— 3/;7»x=rc/;x-/,x+/:x)'»+««(/.x-«/;x+««/,*)'-+« (f,x-a%t+»f,xry 

\ :v;"**=cAar-/ax+/a*)"+«(/.x-«/.*+*!/;*)'"+«U'-«!/.'+«/;*)". 

Wie man siehet, haben alle diese Resultate eine gewisse Aehnlich- 
keit mit den Gleichungen, welche die Eigenschaften der Sinus und Co^i 
sinus ausdrücken. 

Man kann ferner /i = 4, /z =s 5 u. 8. w. setzen, und wird ähnliche 
Resultate finden. Wir überlassen einstweilen dem Leser den Gegenstand 
weiter zu verfolgen *). 



*) Fast in derselben 2jeit, als ich diesen Aufsata fiür das Journal erhielt« wurde mir auch von 
Herrn Magnus, Lehrer dar Mathematik zu Berlin, eine Ahhandtung aber den nemlichen Gegen- 
stand übergeben, dessen auf anderem Wege gefunden<*n Resultate mit den «*bigen, wo sie darauf 
lutreffen, aurh tibereinstimmen. Herr Magnus, nachdem er von dem gegemvärti^eu Aufsatze ge- 
b^>rt, willigte aber nicht ein, den seinigen in dem Journal abdrucken sn lassen. Da mir nun mit 
Gawiisheit bekannt ist, dafs die Verfasser der beiden Aufsätze von einander nicht wufsten, und ei- 
ner des anderen Arbeit nicht kannte, so habe ich die Ueberzf^ugung, dafs beiden die obigen Ide^^n 
mit gleichem Recht angeboren, welches ich au bemerken nölb ig glaubte. 

Der Herausgeber. 
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22- 

Ueber die Berechnung von Tafeln gegebener Functio- 

nen^ z. B. der Logarithmen^ der Kreisgröfsen etc. 

(Von HiBim Ijoiii OUvitr.) 



W enn man eine Reihe Ton Werthen einer .und deraelbeü Functiooi 
z.h.fZf für mehrere gleichviel, s. B. um 1, von einander yer^chiedene 
Werthe der GroTse z, von welcher die Function /r ahhängt^ alM eine 
Tafel der gegebenen Function in Zahlen berechnen will» 50 iat et bo* 
kanntlich «u unbequem, und wegen der mit der Menge der Rechnungen 
gewöhnlich noch in mehr als directem VerhältniDi stehenden Menge 
möglicher Rechnungsfebler su unsicher, die verschiedenen Werthe der 
Function nach der gegebenen, oder auch vielleicht vorausgesetjEten Regel 
ihrer Zusammensetsung, von Anfang an, einsein su berechnen. Die ge- 
wöhnlichen 100000 Logarith/nen, %. fi. auf 10 bis 12 Decin^alslellen, ein« 
sein su berechnen, würde eine fast unermeßliche Arbeit sein. 

Man hat daher verschiedene Hülfsmittel zur Erleichterung der Rech- 
nung erdacht, die bei den verschiedenen Functionen verschieden sind^ s. B. 
bei den Logarithmen die Zusammensetxung derselben durch die Addition 
der Logarithmen der Primsahlen, dei den trigonometrischen Functionen diese 
oder jene Einschaltung, u. s. w. Alle diese Hülfsmittel stehen aber in den 
meisten Fällen der Rechnung mit Differensen von der ersten, sweiten, 
dritten etc. Ordnung bei weitem nach j denn durch die Differenzen reducirt 
sich alles auf blofse Addition und Subtraction, und sie sind immer' an- 
wendbar, wenn nur die Reihe, welche die gegebene Function ausdrücke 
convergirt. Tafeln von Potenzen und Factoriellen mit gansen positiven 
Exponenten, und überhaupt von rationalen gansen Functionen, lassen sich 
durch Differensen, und swar, wenn der höchste Exponent n ist, durch 
die ersten n Differenzen, wie bekannt, gen.au berechnen. Tafeln von 
irrationalen und transcendenten Functionen hingegen lassen sich durch 
Differer.isen , wenn auch. eben so wenig, wie auf anderem Wege genau, 
60 doch mit einer Annäherung au&tellen, welche gröber ist als die, 
welche mit derselben Arbeit auf anderen Wegen erreicht werden kann« 

2. 
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2. 

Im Allgemeinen ist die Aufgabe folgende: 
Es sind ii -f- 1 Werthe der Function 

1. fz = y, 
für A*}- 1 bestimmte Werthe von z gegeben: man soll^ in einem be- 
stimmten Umfange von z, eine bestimmte Zahl von Werthen der Func* 
tion fz = y» für andere bestimmte z, vermittelst der Differenzen der ge» 
gebonen^ oder als gegeben anzunehmenden Werthe Tonfz^^y^ finden. 
Es sind überhaupt folgende Falle möglich: 
L Die Form der Function y von z kann unbekannt sein. 
ji. Die z, für welche die Werthe yon y^s/z gegeben sind^ kön« 
aen ungleich viel Ten einander rerschieden sein^ und es können an» 
dere Werthe von fz 

a) für ungleich verschiedene z, 

ß) für gleich viel von einander abweichende % gesucht werden. 
B» Die Zf für welche die Werthe vonyss/r gegeben sind, kön« 
nen gleich viel von einandei: verschieden sein^ und es können andere 
Werthe von fz 

a) für ungleich verschiedene z^ 

ß) im gleich viel von einander abwjeichende z gesucht werden. 
IL Die Form der Function y von x kann gegeben sein. 
Im letzten Fall können die Werthe von z, zu welchen die als ge- 
geben angenommenen Werthe von y gehören, immer gleich viel von 
einander verschieden gesetzt werden } denn man kann die zu belie- 
bigen Werthen von z gehörigen Werthe von y> weil / gegeben ist, be- 
rechnen. Es können also nur die gesuchten Werthe von y 
a) zu ungleich verschiedenen, und 
ß) zu gleich viel verschiedenen Werthen von z gehören. 

Insofern man nun aber mit Differenzen rechnet, findet man offen- 
bar immer nur eine Reihe von Werthen von fz r^y, für gleich viel 
yon einander verschiedene Werthe von z. Die Rechnung mit Differen« 
zen ist also für die sämmtlichen mit (a.) bezeichneten Fälle, wenn Werthe 
von/z für ungleich verschiedene Werthe von x verlangt werden, nicht 
geeignet. Man müfste, wenn man sich ihrer bedienen wollte, eine Menge 
nicht verlangter Werthe von fz mit berechnen, welches nicht vortheil- 
haft wäre. Man muls also in solchen Fällen, statt mit Differenzen, 

Crclle's Jonraa). IL Bd. 3. Hft. 33 
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nach einer sohickliclien Interpolations- Formel recbnen* Die Falle 
(a.) fallen daher aus^ und es kommen nur folgende in Betracht: 

Wenn eine Reihe yonWerthen der Greise yss^z für bestimmte, 
gleich viel von einander yerschiedeneWerthe von z gesucht wird, so kann 
L die Form der Function y von z unbekannt, die z aber, für 
welche die Werthe von y =^fz gegeben sind^ können 
A^ ungleich viel, oder 

B. gleich yiel von einander verschieden sein. 
II« Die Form der Function y von z kann gegeben sein, und es 
können folglich eine beliebige Zahl von Werthen der Function y als be- 
kannt angenommen werden. 

Die allgemeinen Ausdrucke für die Rechnung mit Differenzen sind 
in diesen verschiedenen Fällen folgende: 

Erster Fall. L A. Wenn die Form der Function y^s,J% 
unbekannt ist, und es wird aus ^ -f- ^ gegebenen einseinen, 
/i-f-l bestimmten Werthen von z entsprechenden Werthen 
von y eine Reihe von Werthen der Function y gesucht, die 
zu gleich weit von einander entfernten z gehören» 

3. 
Man bezeichne die für die n-\-\ beliebige, ungleich von einander 
verschiedene Werthe z^, z«, zj i. * • • • z^^ 

von z gegebenen /2-f-l Werthe der unbekannten Function yzs^ifz^ wie 
in (Abhandlung Mo. 16. in diesem Hefte §. 5«), durch 

yu r«t ys Yf^i^ 

und den Werth von y^=zf% für einen beliebigen Werth von z durch 
y, so kann man, etwa mittelst der Lagrangischen Interpolationsformel 
(35. in der vorhin benannten Abhandlung), nemlich vermittelst der Formel: 

^ («1— z.)(zi— z,)(Zx— -sj («t— «H-i)'* 

, (z— Zy)(z— Za)(z— zj (z— Zw+i) 

• (Za — z,)(Za — z,)(z,—zj. ..•••. (Za—Z«+i)''^* 

t (g— z,)(z— z,)(z — zj (z->z,kh) 

(«•— «l)(«I— «*)(^t— ^J («1— «»+l) 

y (z — Z^)(r — Za)fz — Z,) iz--Zi^ 

~ {Zn+t — Z,)(z„+i — Za) (Zn+i — -j) (z^+i — Zny^^ 

den Werth von y=^fz für ein beliebiges z finden» 
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Will man also nun die ^uchte Reihe von WerUien der unbe* 
kannten Function y^s^fz durch Differensen berechnen , und damit bis 
sur mten Ordnung gehen^ 80 mub man die Function aU eine rationale 
Function ron der mten Ordnung betrachten« Alsdann darf man nur nach 
der Formel (2.) die jbu den m-f* 1 ersten^ gleich viel tou .einander Ter« 
schiedefiett Werthen Ton z gehörigen Werthe yon y berechnen, und die 
erste y «weite, dritte etc. bis xur mten Differens dieser m-f-l Werthe 
nehmen^ Vermittelst dieser Differensen kann man, der Reihe nach, die 
iammtlichen übrigen yerlangten Werthe yon y =:/z durch bldlse Addi« 
tioQ finden. 

Am wenigsten wird man sich aber, der Wahrscheinlichkeit nach, 
Ton den wahren Werthen yon y entfernen, wenn die r, xu welchen die 
berechneten Werthe yon y gehören, innerhalb der äufsersten z lie- 
gen t die den gegebenen / entsprechen, also etwa zwischen % und z^^\ 
aus dem weiter unten in (6.) angegebenen Grunde. Um so unsicherer 
werden die Resultate sein, je weiter die z, für welche man diö zugehö- 
rigen y berechnet hat, aulserhalb dieser Grenzen liegen, lieber die 
Grölse ii^T Abweichung der Resultate der Rechnung yon den wahren 
Werthen lälst sich aber aus der Rechnung selbst nichts mit Bestimmt- 
heit sagen, weil nach der Voraussetzung die wahren Werthe yon y, au- 
ISier denen, die gegeben sind, gänzlich unbekannt sind. Uebrigens 
wird die Rechnung der Wahrscheinlichkeit nach, um so zuyerläfsi- 
ger sein, je mehr Differenzen man nimmt, das heifst, je näher die 
, Ordnungszahl m der Differenzen, der Zahl n der gegebenen Werthe yon 
y kommt. 

Zweiter Fall. 
Wenn die Form der Function y=Ljz unbekannt ist, und 
es wird aus /i -f* ^ gegebenen, einzelnen, eben so yielen be- 
stimmten, ^/^/cAt;/«/ yon einander yerschiedenen Werthen 
von X zugehörigen Werthen yon y, eine Reihe yon Werthen 
der Function y gesucht, die zu gleichweit yon einander ent« 
fernten z gehören. 

4. 

Man bezeichne in diesem FaUe die /i -f- 1 gleichyiel yon einan- 
der yerschiedenen Werthe yon z, zu welchen die g^ebenen Werthe 

33* 
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von y^=^fz gehören > durch 

flo dalii die sugehörigen gegebenen Werthe von y 

fz,f(z + K), f(z + 2K), f(z + 3K)....f(z + nX) 
ginif irgendeinen beliebigen Werth von z aber durch z^tf so kann 
man entweder vermittelst der Formel (49 , in der oben erwähnten Ab- 
handlung)^ die keine andere ist, als die Lagrangische Interpolations- 
Formel, für gleichviel von einander verschiedene Mf nemlich vermit- 
telst der Formel: 

3 f( -^t) + k{k—X)(k — 2X)(k—3X)...{JcnX) 

Aß * ^/raOA« • • «/lA 



z 



oder auch Termittelst der Newtonschen Interpolations» Formel (16. , in 
der oben erwähnten Abhandlung), nemlich vermittelst der Formel: 

4. /(z + *)=/z 

+ i-[/(x + X)-A] 

+ ^^^/[«+(«-«)^]....±A] + il; 

die Werthe von y für einen beliebigen Werth *+ 1 yon s finden. 

Will man also nun die gesuchte Reihe von Werthen der nnb«> 
kannten Function y ^ifz durch Differenzen berechnen, und damit bi< sur 
mten Ordnung gehen, so mufs man wiederum die Function als eine ratio- 
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aale K^'^'^ Function Ton der mten Ordnung betrachten* Abdann darf 
man nur nach einer Ton den Formeln (3.) oder (4,)^ die au den m -{- 1 ersten, 
gleichviel von einander verschiedenen Werthen ron z, gehörigen Werthe 
Ton y berechnen, und die erste, aweite, dritte etc. bis au r iTiten Differenz 
dieser m -|- 1 Werthe nehmen. Vermittelst dieser Differenzen kann man 
wieder, der Reihe nach, die sämmtlichen verlangten Werthe von y=ifz 
durch blolse Addition finden. 

Am wenigsten wird^man sich, wahrscheinlicher Weise, von den 
wahren Werthen von y entfernen, wenn die r, zu welchen die berech« 
neten Werthe von y gehören, innerhalb der äußersten z liegen, wel« 
che den gegebenen y entsprechen, also etwa zwischen z und z^,, aus 
dem weiter unten in (6.) angegebenen Grunde. Um so unsicherer wer« 
den die Resultate sein , je weiter die z, fiir welche man die zugehörigen 
y berechnet hat, aulserhalb dieser Grenzen liegen. Ueber die Grölse der 
Abweichung der Resultate der Rechnung von den wahren Werthen aber läfsi 
sich, wie in (3.), aus der Rechuung selbst, nichts mit Bestimmtheit sagen, 
weil nach der Voraussetzung die wahren Werthe von y, aulser den 
gegebenen, gänzlich unbekannt sind. Uebrigens wird die Rechnung, wie 
in (3^f der Wahrscheinlichkeit nach» um so zuverlässiger sein, je mehr 
Differenzen man nimmt, d. h., je näher die Ordnungszahl m der Diffe- 
renzen, der Zahl n der gegebenen Werthe von / kommt. Ist m ssn, 
und in die Reihe der gesuchten Werthe von y ^gehören auch die /i -|- l 
gegebenen Werthe /z, f(z + A), f(z + 2 Ä) . . . ./(a + /i \) von y, so muls die 
Rechnung mit'^Differenzen, so wie man darauf zutrifft, dieselben genau 
geben} welches zur Probe während der Rechnung dient. 

Dritter Fall. 

Wenn die Function y^^fz gegeben ist| folglich eine be- 
liebige Zahl von Werthen der Gröfse y für beliebige z, als 
gegeben angenommen werden kann, und es soll eine Reihe 
ron Werthen der GröTse y=/z, für gleichweit von einan- 
der entfernte % berechnet werden. 

Will man in diesem Falle mit den Differenzen bis zur nten Ord* 
nung gehen, so sind offenbar nicht mehr als n-f-l einzelne Werthe von 
yss/z, und zwar ebenfalls für gl eich weit von einander entfernte z. 
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aus der Gleichung y^==^fz selbst zu 1>erechnen nöthig, denn diese Werthe 
reichen hin, um die erste ^ zweite ^ dritte • ... bis cur ziten Oifferens, 
einschlieCiIichy zu finden. 

Man darf also nur annehmen^ die ^ -f* 1 Werthe 

/z, /(x + X),/(z + 2X)..../(x + /iX), 
Ton y, für die von einander gleich weit entfernten Werthe 

z, z-|-Ä, z + 2X . •• «x^ /!> 
Ton z, wären bekannt, so kann man nach der New tonschen Formel (4.) 
den Werth von y für einen beliebigen Werth z + * ▼<>o * finden. 

Berechnet man also danach die /i-f-l ersten aua der Reihe der 
Werthe von y, die gesucht wird, also etwa/ar, f(v + k\ f(x + 2k). 
.. ••f(x^ nk)y so darf man zwischen denselben nur die Differenzen 
zur /2ten nehmen, und kann alsdann alle übrigen gesuchten Werthe von 
y durch blolse Addition finden. 

Da man aber hier vorausgesetzter m eisen die Wahl hat, welche 
12 -|- 1 Werthe von y man als bekannt annehmen will, so entstehet die 
Frage, welche n -^ i Werthe von y, vermittelst der Formel (4.), einen 
beliebigen Werth von y durch die Differenzen am genauesten geben. 
Dieses findet sich am leichtesten durch folgende Betrachtung: 

6. 
Man stelle sich die verschiedenen Werthe von x, tur welche man 
fz berechnen will, als die Abscissen, und die zugehörigen Werthe von 
y:=ifz als die zugehörigen» rechtwinkligen Ordinaten einer Curve Torj^ 
so thut man, wenn man z. B. /i -f- 1 Werthe von y =s:/z, etwa für gleich 
viel von einander verschiedene Werthe von z nimmt, und vermittelst 
der ersten, zweiten^ dritten etc. bis ntett Differenz zwischen denselben 
die übrigen Werthe von ^ =/z berechnet, nichts anderes, als dals man 
durch die gegebene Curve eine andere, willkürliche, parabolische 
Cur ve legt, welche n-f-l Puncto mit der gegebenen gemein 
hat, dann aber nicht allein die /i -j- 1 gemeinschaftlichen Ordinaten der 
beiden Curven, sondern alle übrigen Ordinaten der parabolischen 
Curve für die zu gleichen Abscissen gehöngen Ordinaten der gegebe- 
nen Curve nimmt Wären nun z.B. die /i-f~ 1 Ordinaten, welche man 
den beiden Curven gemein sein lälst, diejenigen, welche zu den er- 
sten n^l Werthen von z gehören, oder lagen sie auch nur nahe zu» 
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Mmme% und auf diese folgten lauter groTaere Werthe von z^ so konn« 
teuy wie leicht sa sehen ^ die über die bestimmten Ordinaten hinausrei- 
chenden Schenkel der beiden Curven bald sehr Ton einander abweichen^ 
und folglich die durch die Differensen berechneten Werthe von /z sehr 
yiel von den richtigen Werthen verschieden sein. Wären dagegen die 
n 4* 1 gemeinschaftlichen Ordinaten vielmehr weitläufiger^ und am be- 
sten durch die ganse Ausdehnung desjenigen Theiles der gegebenen 
Gurre^ auf welche die Berechnung der Ordinaten sich erstrecken soll, 
etwa in gleichen Entfernungen von einander, vertheilt, so dals sich die 
beiden äufsersten Ordinaten darunter befanden, und die übrigen n — l 
Ordinaten in gleichen Entfernungen von einander, dazwischen lägen, so 
kann offenbar die gegebene Curve von der angenommenen parabolischen, 
nur zwischen je zwei aufeinander folgenden von den /i -f* ^ festen 
Puncten, also nur auf den /iten Theil der Ausdehnung der Curve, und 
folglich nur weit weniger abweichen« Es ist daher am besten, da£s 
man, wenn man die Wahl hat, die ^ -f- 1 Berthe von fz, durch deren 
Differenzen man die übrigen verlangten Werthe von fz in der bestimm- 
ten Ausdehnung berechnen will, über diese ganze Ausdehnung 
vertheile, nicht etwa die /i -|- l ersten Ordinaten oder mehrere zu- 
sammenliegende dazunehme« Man erhöhet auf diese Weise die Ge- 
nauigkeit der Rechnung mit Differenzen ungemein. 

7. 

Ist in dem Falle des vorigen Paragraphs, die gegebene Function 
ysss/s ganz und rational, z.B. von der nten Ordnung, so bricht die 
Reihe (4.) mit dem /iten Gliede ab. Alle folgenden Glieder sind Nnll, weil 
alle Differenzen, von der ;i-f-lsten ab. Null sind, und folglich ist RsszO. 
In diesem Falle ist es ganz gleichgültig, in welchem Verhältnib man 
K gegen k nimmt. Die Resultate der Rechnung mit den Differenzen sind 
immer genau. Man wird also blos die ^ + 1 ersten aus der gesuch- 
ten Reihe der GröTsen 

A,/(ar + it),/(x + 2*) f(x + lik) 

selbst, und ihre Differenzen bis zur nten nehmen können. Damit findet 
man alle übrigen genau. 

Wenn dagegen die gegebene Function y=/z irrational oder trans- 
cendent ist, so bricht die Reihe (4.) nicht ab, sondern läuft in's Unendliche 
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fort^ und R ist nicht NuIL Bringt man daher y indem man sich der 
Reihe bedient^ um/(r-|-^) su finden^ blos die n+l Gro'fiien /x:, /(r-f ^ 
/(r«f*t^)-**«/(^*h^^) ^^ Rechnung^ und nimmt blos auf die /i -f- 1 er- 
sten Glieder Rüoksichti so thut man damit nichts Anderes, als dals man 
die n-f-lste und alle folgenden Differenzen yon fz, welches nemlich die 
Factoren in den weggelassenen Gliedern sind, gleich Null setzt. Da sie 
nun nicht Null sind, so ist der Fehler, den man begehet, oder die Ab- 
weichung des für fiz-^k) angenommenen Werthes Ton dem wahren 
Werthe, der Summe dieser Glieder gleich, oder gleich R. Es kommt 
daher darauf an, den Werth ron R su schätzen. 

8. 
Es ist nach dem Taylorschen Lehrsatze 

D. j[z T" a; =b= /x -f- a -X-- -f- -^ . -5«^ -f- ^-x . -3-7" • • • «^ 



Daher ist die ;2-|--lste Differenz von /z, nach X genommen; 

Nun ut bekanntlich Ä];^UaO, A;^1*=sO etc. bi« A;-^U" = o, und erat 
aas folgende Glied ^ll+'A»^* bleibt, und ist gleich 

Ä + l.n.n — l.n — 2 . . . . X"+*. 
Also verschwinden in dem auf das /zte Glied der lleihe sunSchst fol- 
genden Gliede 

die n -f- 1 ersten Theile d^^ Gliedes Ton selbst, und der zunächst blei- 
bende Theil ist 

k{k-X){k^n)....(k^nX) . ^, i g^'A 

oder 



öz'H^ 



Aufser diesem einen Gliede giebt es in der ganzen übrigen Reihe 
kein anderes mit dem Differential -Factor k ^ vo& der A4*lsten Ord- 
nung; denn die ersten n Glieder rechterhand in der Gleichung (4.) wer«» 
den nach der Voraussetzung genau genommen, so dafs die Abweichung 
R des für /(x -f- ir) angenommenen Werthes Ton dem wahren, njir Ton 

den 
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den folgenden Gliedern herkommen kann. In diesen folgenden Glie- 
dern lieben sich aber, z. B. in dem ersten^ wie vorhin geseigt, die n er- 
sten Theile von selbst auf, und der nächste, bleibende Theil ist der- 
jenige (7*)« -Auf dieselbe Weise ist in dem «weiten Gliede der erste blei- 
bende Theil 

P k{k^K){k—2X)....slk—(n+l) k) d'-^fz 
*• 2.3..,./.ir+2 'T^^' 

u. s. w. Also giebt es, als integrirenden Theil des weggelassenen Restes 
ü, blols das eine Glied (7.) mit dem Differential-Coefficienten 

\ ^^ Ton d,er n-f-l^ten Ordnung« Alle yorhergehenden Glieder 

mit Differential-Coefficienten niedriger Ordnungen müssen in dem far 
f(z^k), statt des wahren, angenommenen Werthe, mit denjenigen im 
genauen Ausdruck nothwendig übereinstimmen. 

Gesetzt nun , man berechnete den Werth von f(z -f- k) unmittelbar 
nach der Taylor sehen Formel, also nach der Reiht 

und nähme von dieser Reihe die ersten n Glieder, so wäre das snerst 
weggelassene Glied 

in >^ a^^'A 

*^ 2.3....ji+f dz^^^ 

Dieses aber ist allemal gröber als (7.), weil K positiv ist Also lälst 
man, was das erste ausgelassene Glied betrifft, bei der unmittelbar auf 
n Glieder sich beschränkenden Rechnung mehr weg, als bei der Be- 
rechnung mit den n ersten Differenzen. Es können nun zwar die £oU 
genden^ bei der Rechnung mit Differenzen weggelassenen Glieder auch 
gröCier sein, als die feigenden Glieder, bei der unmittelbaren Berechnung^ 
weil sie. Summen von Gliedern sind, die auch von X abhängen. Da 
man aber, wenn die Reihen, wonach man rechnet, wie es immer sein 
muCi^ convergiren, X und k so annehmen wird, dafs jedes Glied grö- 
liier ist, als alle folgenden zusammengenommen, so läfst sich der Grad 
der Näherung, den man erreichte nach dem ersten weggelassenen Gliede 
schätzen, und da nun dieses bei der unmittelbaren Berechnung gröfser 
ist, als bei d^ Rechnung mit Differenzen, so kann man annehmen, dafs 
die letztere, und zwar, wenn man z. B, n Differenzen nimmt, das Resul- 
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tat wenigstens nicht minder genau geben werde, als die unmittelbare Be- 
rechnung durch n erste Glieder der Tayl ersehen Reihe. 

Statt nach ($.5.) Termittelst der Formel (4.) aus den aU bekannt 

angenommenen /i4" 1 Werthen /z, J(z +X), /(« + 2X) fi,^-^^^) 

von f£=^y die n-^-l ersten Werthe fz, [{Z'^k)^ /(^ + 2ä)...- 
, . . . fiz-^-nk) der aufzustellenden Tafel selbst zu berechnen, durch de- 
ren Differenzen man alsdann die folgenden Werthe in der Tafel bis zu 
[(z^nK) finden will, kann man auch die Differenzen dieser /i+l 
Werthe berechnen. Der Ausdruck einer solchen Differenz, z. B. mter 
Ordnung, ist zufolge (4.) 

11. A"/W = 

und es sind allemal die tn ersten Glieder rechterhand gleich Null, weil 
A;pi = 0, A"*=0, A"[*(*— A)]=s:0 bis zu A* [*(*— X) (*— 2X) . • . . 
....(* — (m — 1)X)] ist. 
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Zwei polygonometrische Sätze* 

(Von Herrn J. Steiner.) 



I. Jjehrsatis. ^^Ziehet m^n aus einem^ in der Ebene eines ge- 
gebenen Vielecks beliebig angenommenen Punct Py nach; 
den Seiten des Vielecks Gerade^ die respective mit gege- 
benenGeraden parallel sind^ so ist, wenn der Flächeninhalt 
desjenigen Vielecks, dessen Scheitel in den Fufspuncten 
jener Geraden liegen (und welches somit dem gegebenen 
Vieleck eingeschrieben ist), oonstant bleiben soll, der Ort 
desPunctsP die Peripherie eines bestimmten Kegelschnitts«^ 
Die Form dieses Kegelschnitts und die Lage seines Mittel- 
puncts bleibt unverändert, wenn auch der Inhalt des ein- 
geschriebenen Vielecks kleiner oder gröfser angenommen 
wird, d.h. durch Veränderung dieses Inhalts entstehen ähn- 
liche, ähnlich liegende und concentrische Kegelschnitte. 

Beweis. Es sei z.B. das Vieleck j^BCDE (Fig. 1.) gegeben. Aus 
einem beliebigen Punct P ziehe man in den gegebenen Richtungen nach 
den Seiten des Vielecks die Geraden P^^y PB^y PC^, • . . . oder a^, b^, 
Cj,...., deren Fufspuncte ein dem gegebenen eingeschriebenes Vieleck 
AßfiJ)^E^ bestimmen. 

Da IS. B. der Inhalt des Dreiecks C^PD^ s Ic^d^sina, so hat man, 
wenn man den Inhalt des Vielecks J^BßJD^E^ durch /, bezeichnet: 

1. 2/x = c^rfjSina-j-rfj^^sinjS-f- e^a^^iny -{- a^b^sin^ -{- b^c^siwe. 

Es seien nun ferner Xy y die Coordinaten des Puncts P, in Bezug 
auf beliebige, zu einander senkrechte Coordinaten -Axen OYy OXy und 
«i> ßi> yi> Ky «1 seien die Winkel, welche die Geraden a,, 4»,... mit 
den respectiven Seiten des gegebenen Vielecks, so wie a^, ßa, 7a**** die 
Winkel, welche die Abscissen-Axe OJf mit den nemlichen Seiten bildet, 
und endlich seien a, by Cy dy e die aus dem Anfangspunct auf die nem- 
liehen Seiten gefällten Lothe, so hat man bekanntlich: 

34* 
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a. = -: — - . y ; — =• . a: + . ^ » 

* sma^ «^ sma, • sinax 

Werden diese Werthe in (l«) subfltituirt, so kommt: 

' VsinT^z sind, ' sinOxSin«, '^ • ■ sinpxSin;^^ ^ 

•^ \sin;^t.8mdx sin Oj sin«, sin/jjsmyx ^ 

•^ \ siu;'x^^^z sm/QT, sin^x / 

-x(l^ "/' +.T -ii, 8ini».+.... + <^»^°^ +.^»^y. .,in«) 

\ sin^'jSmd^ ■ • sin /7| sin/, / 

, C(£8iua j^ desinß j, easiny ^^ absind , ^csifitf 
'^siny, sin^x sindfxsinfx sin^xslnax * 8Üiax8iii/?x ' »in/yxSinyt^ 

oder in einfacheren Zeichen: 

4. ^y«H-Bar*+C^y4-J0y + JS^ + F= 0» 

Diese Gleichung giebt den Ort des Puncts P, Wenn man I^ als con- 
stant annimmt» Sie enthält, wie man sieht, eine CurTe der 
zweiten Ordnung, wie im Lehrsatze behauptet wird. 

Da die Form dieser Curve (d. u das Verhältnils ihrer Axen) und 
die Lage ihres Mittelpuncts durch die Coef£cienten jf, B, C, Dy E al- 
lein bestimmt wird, und von dem constanten Gliede F unabhängig ist, 
und da dieses Glied allein die Grölse I^ enthält, so folgt, dafs die 
verschiedenen Curven, die entstehen, wenn man der Gröf8# 
/x nach und nach verschiedene Werthe giebt, alle einander 
ähnlich, ähnlich liegend und concentrisch sind. 

Soll die Curve der Kreis sein, so müssen sowohl die Coefficienten 
jf und B einander gleich, als auch der Coefficient C gleich Null sein. 
Daher folgt: »^Dafs wenn die Richtungen, nach welchen die 
genannten Geraden o^, b^, c^ . . . . aus dem Puncte P gejsogen 
werden, alle bis auf zwei gegeben sind,^ so können diese bei- 
den Richtungen immer so angenommen werden, dafs als- 
dann die Ortscurve ein Kreis wird.*" Denn diese beiden Richtun* 
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gen werden durch die beiden Gleichungen 

J s^ B und C = 

gerade bestimmt* 

Sind die Geraden a^, it, c^ . .•• alle zn den. respectiven Seiten des 
gegebenen Vieleeks senkrecht ^ so ist die Curve allemal der Kreis, was 
den folgenden speciellen Lehrsabe giebt« 

IL Lehrsatz. ^^Fället man aus einem, in der Ebene ei- 
nes gegebenen Vielecks beliebig angenommenen Punet P 
Lpthe auf die Seiten desselben, so ist, wenn der Flächenin« 
halt des Vielecks, dessen Scheitel in den Fufspuncten der 
Lothe liegen, constant bleiben soll, der Ort des PunctsPdie 
Peripherie eines bestimmten Kreises. Der Mittelpunct die- 
ses Kreises ist ein bestimmter fixer Punct, d. h. er bleibt 
derselbe, wenn auch der Inhalt des eingeschriebenen Viel«" 
ecks kleiner oder gröTser angenommen wird, nemlich er ist 
der Mittelpunct (Schwerpunct) von Kräften, die in parallelen 
Richtungen auf die Ecken des gegebenen Vielecks wirken, 
und sich verhalten wie die Sinusse der respectiren doppelt 
ten Winkel des Vielecks.** 

Erster Beweis. Vermöge der neuen Bedingung sind z. B. in 
dem Viereck JC^PD^ die Winkel bei C^ und D^ rechte, daher ist auch 
^ -|- a =: 2 Rechten, und daher folgt, daüs : 

^dina =s sin^, 

e )sinß SS sinB, 

sin 7 = sinC, 



Und ferner ist yermöge der neuen Bedingung: 

6. sin«! = sinßi = sin7i = . • • . s=5 1« 
Dadurch (5. 6.) reducirt sich die obige Gleichung (3.) auf folgende: 
?• 2/t=y*(cos7aCOs5l|Sin.^H-cotf3jjCoseaSinB+»*** + ^^^ßft^^^7aSin-E) 
•^ j;*(sinyasin JaSin^^sin^aSinfaSinJS -f- ..•• + sinPaSiny^siniS) 

— :ry[sin(7a+Jj8in^ + 8in(^a+OsinB+-.. + sin(ßa+y.)sin£j 
+ y [(rfcosya+ccosJjsin.^ + • • • • + (ccosßa+ Äcosya)8in E] 

— ^[(rfsinyaHh csin5'a)8inu^ + . • • . + (csinßa + Äsinya)sinE] 

+ cc/sin-^-|- desixib + e*asinC?+ öAsinl? + ÄcsinjE, 
oder 

8. ^»/•+ B^x^ + C^xy + D^y + E^x + F. == o. 
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Nun ist nach dem^ was oben bemerkt worden^ darjsuthun, dafs so- 
wohl die Coefßcienten jf^ und B^ einander gleich , als auch der CoefE- 
eient C^ gleich Null sei^ also dafs sowohl 

cos7tCos^gsin^ -f- cos j^cos^asinA -f- . • • • -|~ cos ß. cos y« sin JE 

= sinysSind'ftSin^ 4~ sind^aSin^asinA -f- . . . . -f- sinßaSinyaSinjB^ 
oder 
I. cos(yft + 5'ft)8iny/+ cos(Jg-f"0*iD* + •••• + c^s(ß«+yt)«iöJS = O, 

als auch 

II, sin(ya-|-5a)sin^ + sin(dt + Osiöfi+.... + sinCßa + 7«)*iö-® = ^ seu 
Diese beiden Bedingungsgleichungen finden aber auch in der That 

statt Denn wenn man bemerkt, dafs z. B.> da a, =: y^ — ^g.* 

sin-^ = sin «5 = 5in(ya — ^a)> 

so gehen die Ausdrücke (I. und II.) in folgende über : 

III. cos(ya+ ^fl) Wö(7t — ^«) + cos (Ja +*«)si»^ (^« — O + • • • • 

.... +COS(0a+7a)sin(ßa— ya), 

IV. sin (ya + S^sin (ya— ^i) + sin (Sa+ « ) 8in(Ja — O + • • • • 

t . . • + sin(ßa+7t)«in(ßa— yO« 
Und wird ferner bemerkt ^ dafs nach bekannten trigonometrischen 

Formeln : 

cos (m 4*^) sin (m — n) =s isin^m — |sin2n 
und 

ain(/7t-f-7i)siB(m — n) = sinm* — sinn% 

so Terwandeln sich die Ausdrücke (IIL IV.) in folgende: 

V. $(sin2ya — sin2^a) + $(8in23'a — sin20 + ---* + l(8J'i2ß« — sin2ya), 
VL (siny:— sin^ + (sin^— sinO + ..-- + (sinß:— siny;), 
Ton denen, wie in die Augen fällt, jeder gleich Null ist, indem alle Glie- 
der derselben einander aufheben« Folglich ist, wie im Lehrsätze 
behauptet wird, der Ort des Puncts P die Peripherie einOs 
Kreises, wenn 1^ constant gesetzt wird. 

Dals der Mittelpunct dieses Kreises der im Lehrsatze angegebene 
Schwerptmct sei, ^oU durch folgenden Beweis dargethan werden. 

Zweiter Beweis. Bezeichnet man den Flächeninhalt der Drei- 
ecke jf^DB^ und jf^PB^ durch A und A„ so hat man: 

A == iDJ,.DB,.sinD und A, == {a^.6,.sinD, 
oder wenn man bemerkt, dafs: 

DJ^ = PD . cosv und DB, = PD . cos/x, 
Ol =: PD . siny und b^ = PD . sinfi. 
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80 hat man: 

^=iiPD\cosv.cosfJL.sinD^ und ^^=^ iPD^sinv^sin/i.sinD, 
und daher: 

ZX — Aj c= ^PD^ (cos V. cos [A — 8ini/.8ii)ft)sini> 
= iPD\cosD.sinD 
^ lPD\sin2D. 
Da man auf gleiche Weise eine ähnliche Gleichung zwischen den 
Flächeninhalten der zusammengehörigen Dreiecke £,£Cj und BJPC^y des- 
gleichen zwischen den Dreiecken C^AD^ und CJPD^y u. s. w. findet ,- so 
hat man» wenn die Flächeninhalte der Vielecke ^£C7D£ mhA J^BßJDJß^ 
durch / und /^ bezeichnet werden: 

I—9J,— \ {PA\ sin 2^+PÄ . sin 2ß+PC?». sin 2C^PD\ sin 2Ö+PE*. sin 2E). 
Soll nun der Flächeninhalt (/i) des eingeschriebenen Vielecks con- 
stant bleiben, so ist auch / — 2 Z, constani, so dals also in diesem Falle 
die Summe der Producte, die entstehen, wenn man die Quadrate der Ab- 
stände des Puncts P von den Ecken des gegebenen Vielecks ABC DE mit 
den Sinussen der respectiyen doppelten Winkel dieses Vielecks multipli- 
cirt, gleich einer constanten GröTse, nemlich =4(7 — 2/J ist, woher 
denn, nach einem bekannten Satze (M. Hirsch Sammlung geom. Aufg. 
Band II. S. 339.) unmittelbar die Richtigkeit des obigen Lehrsatzes folgt. 
Der letztere Beweis ist, einige Abkürzungen ausgenommen, der- 
selbe, welchen wir zuerst im ersten Bande S. 51. dieses Journals mitge- 
theilt haben. 
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Auflösung einer Aufgabe aus den Aimalen der 
Mathematik von Herrn Gergönne« 

(Von Heim J. Steiner.) 



L 

Im XVIL Bande der Jnnales de mathemati^ues ran Herrn Gergoune 
befindet sich S. 83. folgende Aufgabe: 

^»Construire rigoureusement la droit« qui oottpe k la 
fois quatre droites donniea dans Tespace^ non compri* 
808 deux k deux dani un mdme plan." 
Die nachfolgende Auflösung dieser Aufgabe erfordert einige Hülfe- 
sätse und Betrachtungen^ die hier theils entwickelt^ theils blols angedeu- 
tet werden sollen« 

H. 
Folgende Sätse sind leicht einzusehen: 1) Durch jeden gegebe- 
nen Punct ist eine einzige Gerade möglich^ welche mit einer der Lage 
nach gegebenen Geraden parallel ist 2) Alle Geraden^ welche eine g^ 
gebene Gerade A schneiden und mit einer anderen gegebenen Graden 
B parallel sind, liegen zusammen in einer Ebene ^ welche mit der lets« 
teren Geraden parallel ist} oder durch eine gegebene Gerade A ist aDe- 
mal eine einzige Ebene möglich^ welche mit einer anderen gegebenen 
Geraden B parallel ist^ vorausgesetzt^ dals die beiden Geraden A^ B nicht 
parallel sind. 3) Sipd im Räume irgend zwei Gerade A^ B gegeben^ so 
ist durch jede derselben eine Ebene möglich > welche mit der anderen 
parallel ist (2.), und beide Ebenen sind daher mit einander paralleL 
4) Sind im Räume irgend zwei Gerade und ein Punct gegeben^ so ist 
durch den Punct allemal eine und nur eine Ebene möglich ^ welche 
mit jeder der beiden Geraden parallel ist . 

IIL 

,9 Sind im Räume irgend zwei Gerade Ay B und irgend ein 
Punct P gegeben y so kann durch den Punct allemal eine einzige dritte 
Gerade gelegt werden, welche entweder 1) jene beiden Geraden echpei- 

det, 



/» Steiner, Auflösung einer Aitfgobe aus dm Anneden d* Mathem. von Oergonne» 3(9 

äet, oder 3) die eine iclineidet und mit der anderen parallel ist.** Denn 
man denke sich durch den Punct P und durch jede der beiden Greraden 
insbesondere eine fibene^ so muXs jede dritte Grerade» welche durch den 
Punct gehen und beide gegebene Geraden schneiden soll, in diesen bei- 
den Bfbenen zugleich liegen^ daher giebt es nur eine einzige solche Ge- 
rede, nemlich die Durchschnittslinie beider Ebenen. Liegt der gegebene 
Punct P entweder in derjenigen Ebene > welche durch A geht und mit 
B parallel ist^ oder in derjenigen^ welche durch B geht und mit A par- 
allel ist (11^ 3.)> so findet der zweite Fall (2.) des Satzes Statte d. h, , die 
dritte Gerade schneidet bloß die eine gegebene Gerade und ist mit der 
anderen parallel* 

IV. 

^Sind im Baume irgend drei Gerade A, B, C gegeben^ so giebt es 
allemal eine und nur eine vierte Gerade C^f welche zwei derselben^ 
z. h. A, B^ schneidet und mit der dritten C parallel isf Denn man 
denke sich durch A eine Ebene^ welche mit C parallel ist, und ebenso 
durch B eine Ebene, welche mit C parallel ist, so ist die Durchschnitts- 
linie beider Ebenen die einzig mögliche Gerade C^, welche die Geraden 
A, B schneidet und mit der Geraden C parallel ist (II, 2.). Man erhält 
daher die Gerade Ct, wenn man z. B« durch A eine Ebene legt, welche 
mit C parallel ist, und alsdann durch den Punct i&, in welchem sie B 
schneidet, eine Gerade C., mit C parallel ziehL 

V- 

„Sind im Raum irgend drei Gerade A, fi, C gegeben (ron de- 
nen keine zwei in einer Ebene liegen), so kann eine vierte Gerade A^ 
so bewegt werden, dals sie stets alle drei schneidet, und dals sie nach 
und nach durch jeden beliebigen Punct geht, welchen man in einer der- 
selben annimmt." Denn durch jeden beliebigen Punct ^, welchen man 
z. B. in der Geraden C annimmt, kann nach (HL) eine Gerade A^ ge* 
legt werden, welche die Geraden Ap £, und welche mithin alle drei Ge- 
raden A^ B^ C schneidet. Und lälst man nun in der Vorstellung den 
Punct c in der Geraden C sich fortbewegen, so wird auch die Gerade 
A^ aich bewegen, so dals sie nach und nach längs der ganzen Geraden 
C fortgleitet 

Oder unri irgend eine Gerade A^ zu erhalten, welche die drei ge- 
gebenen Geraden Ay B^ C schneidet, lege man z. B. durch C eine belle- 
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bige Ebene > so wird diese die Geraden A, B in irgend zwei Puncten a, 
b schneiden^ und alsdann wird die Gerade ab der Forderung genügen^ 
d. h.9 sie hat die Eigenschaft der verlangten Geraden A^y indem sie 
nothwendiger Weise auch die Gerade C schneiden wird, weil sie mit 
ihr in der genannten Ebene liegt. ^^Läfst man daher in d^r Vorstellung 
diese Ebene sich um die Gerade C herumbewegen ^ so wird die Gerade 
ab oder A^^ sieh so bewegen^ dafs sie fortwährend alle drei gegebene 
Gerade A^ B, C schneidet^ und dafs die Durchschnittspuncte a, b, c^ in 
welchen sie die letzteren schneidet ^ längs diesen sich continuirlich fort- 
bewegen.'' 

VI. 

Mit anderen Worten folgt daher: ^^dafs die drei gegebenen Ge- 
raden Ay B, C Ton einer unzähligen Schaar anderer Geraden A^, B^, 
C^j D^y . . . 4 . geschnitten werden können, und dafs von dieser Schaar 
keine zwei^ so nahe sie auch immerhin auf einander folgen mögen^ ein- 
ander schneiden können^ weil sie sonst ^ und folglich auch jene 3 Gera- 
den mit ihnen^ in einer Ebene liegen müfsten.'' 

Fixirt man irgend drei Gerade aus der genannten Schaar, z. B. die 
drei Geraden A^^ JB., C^, und nimmt sie als drei gegebene Geraden an, 
so folgt also, dafs dieselben nicht allein von den drei Geraden Aj JB, Cy 
sondern vielmehr von einer zweiten, unzähligen Schaar Geraden Ay By 
C, D, . . . . . geschnitten werden können. 

Es liegen aber bekanntlich die beiden Schaaren Gerader zusammen 
in einer Fläche der zweiten Ordnung, nemlich im einfachen Hyperbo- 
loid^; und ferner schneiden nicht nur die drei Geraden A, J?, C alle 
Geraden der Schaar ^,, jB^, C\, £>j, • • • , ., sondern jede Gerade der 
einen Schaar schneidet jede Gerade der anderen Schaar, so dals also 
auch z. B. die Gerade D nothw endig die Gerade A schneidet, oder mit 
ihr parallel ist**). Das heifst: 

„Wenn im Räume drei beliebige Geraden A^ B, C, von irgend drei 
anderen Geraden A^, JB^, C, geschnitten werden, so beschreibt diejenige 
Gerade, welche sich durch die drei ersteren fortbewegt (V.), die nem- 
liche Fläche zweiter Ordnung, als diejenige Gerade, welche sich durch 
die drei letzteren bewegt; und diese Fläche ist das einfache Hyperboloid.* 

*) Band I. Seite 340. dieses Journals. 
^^) Seite 342. ebendaseU>st. 
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Und ferner: ^^Von den beiden Scbaaren Gerader^ die in einer solchen 
Fläche liegen^ können von denen ^ welche zu der nemlichen Schaar ge- 
hören, keine einander schneiden, dagegen aber schneidet jede Gerade der 
einen Schaar jede Gerade der anderen Schaar, ausgenommen eine ein- 
zige, mit welcher sie parallel ist" 

VII. 
Bewegt sich nemlich die Gerade ^^ durch die drei Geraden A, 
By C, so wird sie irgend einmal eine solche Lage haben, dais sie mit 
A parallel ist, nemlich in demjenigen besonderen Falle, wo ihr Durch- 
schnittspunct mit A unendlich weit entfernt ist, und welche Lage von 
A^ nach (IV.) gefunden wird. Daher folgt: 

„Dafs mit jeder Geraden aus einer der beiden genann- 
ten Schaaren, eine Gerade aus der anderen Schaar par- 
allel ist." 

Es seien die Geraden A und A^ parallel, so schneidet alsdann A^ 
jede der übrigen Geraden B, Cy D .... der ersten Schaar (VI.), und die 
Ebenen durch A^ und By A^ und C, A^ und D, u. s. w., sind alsdann 
sämmtlich mit >^ parallel. Da aber durch jede der Geraden i?, C, D.... 
insbesondere nur eine Ebene mit A parallel möglich ist (11.2.), so folgt 
also umgekehrt: 

,,Dafs alle Ebenen, welche man durch beliebige Gara- 
denB^ C, D...., die in einem einfachen Hyperboloid liegen, 
und die zu der nemlichen Schaar gehören, mit einer Gera- 
den .^, die zu derselben Schaar gehörtf parallel legt, einan- 
der in einer Geraden A^^ schneiden, welche zu der zweiten 
Schaar gehört, und welche mit jener abgesonderten Gera- 
den A der ersten Schaar parallel ist." 

Ueberhaupt geht jede Ebene, welche durch irgend eine Gerade 
aus einer der beiden Schaaren geht, nothwendiger Weise auch durch 
eine Gerade der anderen Schaar. Denn geht z. B. eine Ebene durch A, 
so wird sie die Geraden £, C in irgend zwei Puncten &, c schneiden, 
und alsdann schneidet die Gerade bc alle drei Geraden Ay B, C (V.), 
und gehört also zu der zweiten Schaar und liegt in der genannten 
Ebene. Also: „Jede Ebene, welclie das einfache Hyperboloid in einer 
Geraden schneidet, schneidet dasselbe noch in einer zweiten Geraden, 

35* 
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und beide Geraden gehören > nothwendiger Weise^ verschiedenen Schaa- 

ren an.*"*) 

VIIL 

Durch irgend drei im Räume gegebene Gerade A, B, Cp welche 
nicht mit einer Ebene parallel sind^ ist demnach allemal ein ein* 
faches Hyperboloid bestimmt^ d. h.^ es giebt allemal eine und nur 
eine solche Fläche, in welcher die drei Geraden liegen« Der Mittelpunct 
dieser Fläche wird^ wie sich leicht beweisen läfst^ und wie 2.B. Har 
chette im vorhergehenden Bande dieses Journals bewiesen hat^ auf fol- 
gende Weise gefunden: 

1) y^Man suche diejenigen drei Geraden A^y B^, C^, welche re- 
spective mit den gegebenen Geraden A, B, C parallel sind» und respectire 
die beiden übrigen B und C, A und C^ A und B schneiden (IV«)» und 
lege alsdann durch je zwei Parallelen^ also durch A und A^^ B und B^^ 
C und Cj eine Ebene ^ so ist der Durchschnittspunct dieser drei Ebenen 
der gesuchte Mittelpunct.'' 



*) Wir fdgen hier befllofis foIgMde Btincrkiingen hinsnt 
1. Legt man dnrch J eine Ebene parallel mit B; darch B eine Ebene paraHel mit C/ imd 
durch C eine Ebene |Mirallel mit J^ und nimmt dieae drei Ebenen als Coordinaten »Ebenen an, io 
iat die Gieichong dea genannten H^erbololda H* 

(»— Ä)(y— J)f«— = ooyz, 
welche» wei|n « a82«9 ^ <■> 2ß^ e es 2f gesetat wird, auf die Form 

gebracht werden kann, in welcher Gestalt sie die Gleichong der genannten Fliehe hU wenn ihr Mit- 
telpunct der Anfangspunct der Coordinaten ist» und dieae letateren mit irgend drei Geraden J, S, 
Cf welche in der Fläche liegen and der nemlichen Schaar Geraden angehören, parallel sind. Aua 
dieser Gleichung leitet man leicht die yon Bin et gegebene Gleichung ab (Band L Seite d47« dieaea 
Joamals). 

Z Wthh man die Axen des Hyperboloids an Coordinaten »Azen, so ist seine Gleidmng be- 

kanntlidit 

iSe2o6« — ««a*jrt^4ia&«a» es --aU^c» .«••«(«.) 

Beaieht aich folgende Gleichung 

auf das nemliche Coordinaten- System, so ist letatere die Gleichung eiiies Kegels (awiiter Ordnung]^ 
welcher mit jener Fläche (o.) einerlei Mittelpunct hat, und ihrAaymptoten*Kegel iat. 

Legt man nun eine Ebene so» dafs m den Kegel (fl.) in irgend einer Kante« wekSie K hei- 
fsen mag, berdhrt) so findet man^ dals diese Kbene allemal die Fläche (»•) in irgend twei Geraden, 
B.B» J, J^, schneidet, welche unter sich und mit der genannten Kante K parallel sind» ond dala 
letatere io der Mitte awiscben jenen beiden Geraden liegt. Folglich ist jede Gerade, welche sich in 
der Fläche (m.) befindet, mit irgend einer Kante des Kegels (/?.) parallel, und umgekehrt. Dem- 
nach folgen nachstehende Satte: 
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Oder man erhält daher diesen Mittelpunct am einfachsteD, ^ie folgt: 
2) 9|Durch eine der drei gegebenen Geraden, s. B- durch u4y lege 
man eine £bene parallel mit B, welche die G in irgend einem Punct c 
schneiden wird} und ferner lege man durch ji eine Ebene parallel mit 
C^ welche die J? in irgend einem Punct b schneiden wird, so ist alsdann 
die Mitte M derjenigen Geraden b c, welche die beiden genannten Puncto 
Terbindet, der verlangte Mittelpuncf 

IX. 

Nach diesen vorläufigen Betrachtungen wollen wir uns nun asu der 
obigen Aufgabe (I.) wenden. Sie verlangt nemlich: 

,,Diejenige Gerade in aller Strenge zu . construiren, 
welche vier gegebene Geraden, von denen keine zw^i in ei- 
ner Ebene liegen, zumal schneidet 

Die vier gegebenen Geraden sollen ^, B, C, D heifsen« 

Werden zunächst nur die drei Geraden A, B^ C berücksichtigt, so 
liegen diese in einem bestimmten einfachen Hyperboloid (VIIIO^ welches 



L „Alle Geraden» welche in der Fläche eines einfachen HyperholoSd*! h*egen, sind mit den 
Kanten eines bestimmten Kfgels zweiter Ordnung parallel; d« h., sieht man darch einen heliehigen 
PvDCt P« mit jeder Geraden, welche in derJFlithe eines gesehenen einfachen HyperholoXda liegt, eine 
Parallele, so liegen alle diu9 Parallelen «nsammen in einer bestimmten Kegelfliche a weiter Ord» 
oting.*^ Oder 

II. |,Sind in Räume irgend drei Gerade J, B, C gegeben , - und eine vierte Gerade Ji , welche 
diflicibcn achneidet, bewegt sich auf alle mögliche Weise, ohne jedoch einen Augenblick aufsnhö- 
reiit Jena drei so sdincideo, so ist sie stets mit irgend einer Kante eines bestimmten Kegels paral- 
lel| oder bewegt sich eine andere Gerade «j , welche fortwährend durch irgend einen fixen Punct 
P geht, so» dafs sie stets mit der Geraden Ji parallel ist, so beschreibt sie eine bestimmte KegeU 
flldie sweitar Ordnung, welche den Punct P xum Mittelpunct (Scheitel) hat^* 

tll» ifSind im Räume irgend zwei Gerade J, B, nebst einem beliebigen Kegel P aweiter 
Ordnung gegeben, so liegen alle mögliche Gerade ^i9^i»Cf,,j.«, von denen jede jene hei« 
den Geraden schneidet, und mit irgend einer Kante des Kegels P parallel ist, xusammen in einem 
bestimmien einfachen HyperboluSd; oder bewegt sich eine Gerade ^^io, dafs sie stets mit irgend 
einir Kante des Kegels P parallel ist, und fortwährend die beiden Geraden J, B schneidet, so he- 
achrtiht sie ein einfaches Hyperboloid/^ 

IVy mS>o^ irgend zwei Kegelschnitte J9 B , welche in irgend einer Fläche zweiter Ordnung 
liegen, nebst einem beliebigen Kegel P derselben Ordnung gegeben, und bewegt sich eine Gerade Jg 
so, dafs sie stala mit irgend einer Kante des Kegels P parallel ist, und fortwährend durch die Pe* 
riphcrien der beiden Kegelschnitte J, B geht, so beschreibt sie ein einfaches Hyperboloid.^ 

Ist der genannte Kegel ein gerader Kegel, so ist das Hyperboloi'd dasjenige, welches durch 
Umdrehung erzeugt werden lann; und tritt an die Stelle des Kegels eine odtt zwei Ebenen, io 
wird dai genannte einfache Hypeiholofd, durch das hyperbolische Parabolold vertreten. 
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H heilsen mag, und es giebt eine Schaar von Geraden A^y B^, C^, 
D^. ... von welcben jede jene drei Geraden schneidet und in der Fläche 
H liegt (VI*)* Die gesuchte Gerade befindet sich daher nothwendiger 
Weise unter dieser Schaar ^ nemlich es ist diejenige ^ welche durch ei- 
nen derjenigen Functe geht^ in welchen die Tierte gegebene Gerade D 
das Hyperboloid H schneidet. Kennt man demnach einen solchen Durch- 
schnittspunct, so ist auch die gesuchte Gerade als gefunden zu betrach- 
ten^ weil durch irgend einen Funct der Fläche H nur eine einzig e, 
eu der Schaar J^^ B^, C^, £>,••.. gehörige Gerade möglich ist. Daher 
giebt es so viele Geraden , welche der Aufgabe Genüge leisten ^ als es 
Puncto giebty in welchen die Gerade D und das Hyperboloid H einan» 
der schneiden, mithin im Allgemeinen zwei. 

X. 
Die Durchschnittspuncte der Geraden D und der Fläche /f, und 
hernach die gesuchte Gerade^ findet man nunmehr auf folgende Weise: 

1) Man suche, nach (VIII.), den Mittelpunct des genannten Hyper- 
boloids H, in welchem nemlich die drei Geraden A, B, C liegen, er 
heifse M (Fig. 2.). 

2) Durch die Gerade A lege man eine Ebene E parallel mit D, 
welche die Geraden B, C in irgend zwei Puncten ä, r, und das Hyper- 
boloid in den beiden Geraden A und bc schneiden wird (VII.)» Der 
Durchschnittspunct der beiden Geraden Ay bc heifse a. 

3) Durch die Gerade D lege man eine Ebene E^ parallel mit A^ 
welche nemlich die Ebene der Figur ist, so sind die zwei Ebenen £, £j 
mit einander parallel (IL 3.), sie schneiden folglich das Hyperboloid H 
in ähnlichen, und ähnlich liegenden Kegelschnitten, deren Mittelpuncte 
o, m mit dem Mittelpunct M dieser Fläche in einer Geraden liegen. 
Nun ist der Schnitt der Ebene £ die beiden Geraden A^ bc, welche als 
eine Hyperbel anzusehen sind, deren Mittelpunct a ist. Daher wird auch 
der Schnitt der anderen Ebene JE» eine Hyperbel h sein, deren Asympto- 
ten mdy md^ mit den Geraden A, bc parallel sind, und deren Mittelpunct 
m mit den Puncten c, M in einer Geraden liegt. 

4) Legt man daher durch den Puncti)f zwei Ebenen, die eine durch 
die Gerade A, und die andere durch die Gerade bcy so schneiden die- 
selben die Ebene E^ in den Asymptoten /wrf, md^ der genannten Hyper- 
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bei h. Sind ferner b^y c^ die Durchschnittspuncte der Ebene £, und der 
Geraden B, C, so liegen dieselben n^th wendiger Weise in der Peripherie 
der genannten Hyperbel ^. Demnach kennt man die Asymptoten md^ 
md^ und zwei Puncte b^y c^ der genannten Hyperbel h^ und es ist nun* 
mehr darum zu thun, diejenigen beiden Puncte «, ß zu finden^ in wel- 
chen dieselbe von der Geraden D geschnitten wird. 

5) Zieht man zu diesem Endzweck ^ z. B« durch den Punct b^ die 
Gerade pq parallel mit Dy d. i.^ mit dd^y so ist nach einer bekannten 
Eigenschaft der Hyperbel: 

pb^.fb^ = dtt.ad^ = dß.ßd^. 

Um hiernach die gesuchten Puncte »y ß zu finden: beschreibe man um 
ddj^y als Durchmesser^ den Kreis /ly d. Ly dp^y^d^y trage in diesen die 
Sehne p^y^^zp^, und nehme Pib^^=^pb^y so ist, vermöge der Potenz des 
Kreises, p^b^.f^b^:=:$b^.b^$^. Man nehme daher ferner: 

flCt, =: flß ^ (ib^y 

so sind «, ß die beiden gesuchten Puncte, in welchen die Gerade D die 
Hyperbel hy und folglich auch die beiden Puncte, in welchen dieselbe 
das Hyperboloid H schneidet 

6) Legt man nun endlich durch jeden der beiden Puncte «, ß eine 
Gerade A^y B^^ welche z. B. die beiden Geraden Ay B schneidet (IH.)» 
so wird jede derselben nothwendiger Weise auch die Gerade C schnei- 
den, und somit der vorgelegten Aufgabe Genüge thun. 

Wäre die Gerade dd^ kleiner als pf, so miifste man in (5.) um 
den Durchmesser p^y anstatt dd^y einen Kreis beschreiben, und als- 
dann fände man durch eine ähnliche Construction die beiden gesuchten 
Puncte a, ß. 
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Ueber die Construction schief liegender Räderwerke* 

(Sithe Hachette TraiU dteentaire dts michines pAg.dl4 AnmerL) 
(YoB Heim SL S. laeobi, ^a Fotsdam.) 



Ller Theorie der Räderwerke liegt folgende allgemeine Aufgabe mm 

Grunde: 

Es sind 2 Drehungsazen der Lage nach im Räume gegeben; man 
soll ein Räderwerk constrüiren^ wodurch die continuirliche Kreis« 
Bewegung eines Maschinensystems um die eine Axe in eine eben 
solche Bewegung um die andere Axe» mit veränderter Winkelge- 
schwindigkeit^ unmittelbar verwandelt werde. 

Als specielle Fälle sind die cjlindrischen und conischen Räder und 
die Schraube ohne Ende bekannt. Bei den beiden ersten liegen die Dre- 
hungsaxen in einer Ebene ^ und sind darin respective entweder parallel 
oder sich schneidend; bei der Schraube ohne Ende schneiden sich die 
Axen unter rechten Winkeln im Räume. Bei der Construction der ge- 
wöhnlichen Räderwerke wird von der Ansicht ausgegangen , dals dia 
steh berührenden Cylinder oder Kegel sich gegenseitig durch ihre Rei- 
bung in Bewegung setzen^ und dals die darauf angebrachten Erhöhun- 
gen und Vertiefungen (Zähne) nur dazu dienen ^ durch kräftigen EUn- 
griff ein zu frühes Abschleifen der sich berührenden Theile zu verhin- 
dern, ohne dafs dadurch den gegebenen statischen Momenten Eintrag ge- 
schieht. Diese Voraussetzung mufs auch den allgemeinen Untersuchungen 
als Basis dienen, und es zerfallen dieselben demnach in zwei Haupttheile, 
deren erster zwei runde Oberflächen (surfaces de revolution) sucht, die 
sich so berühren, dafs die beiden Momente jedes Berührungspunctes^ iu 
Bezug auf die beiden Drehungsaxen, in einem constanten Verhaltnisse 
stehen} welches Verhältnifs das umgekehrte der Winkelgeschwindigkei- 
ten ist, womit die beiden Maschinensysteme sich um ihre Axen drehen« 
Die folgenden Untersuchungen würden die Form der darauf anzubringen» 
den Erhöhungen und Vertiefungen zum Gegenstande haben« 

So- 
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Sobald von contlnuirlicher Kreisbewegung die Rede ist^ wird die 
Bedingung, dafs sich di« beiden runden Oberflächen berühren, unerläfs- 
lich, obgleich es einzelne Falle geben kann, wenn z. B. nur ein Theil ei- 
ner Kreisbewegung beschrieben werden soll, wo blols den statischen Be- 
dingungen genügt zu werden braucht (Siehe £ytelweins Statik 1. Bd. 
Cap. 10, §. 288. u. s. £>)• In Hachette a« a. 0. scheint die Berührung 
nicht als nothwendig, sondern nur als zufälliges Moment erkannt wor- 
den zu sein« 

2. 
Man gelangt am leichtesten zu dem analytischen Ausdrucke!, der die 

Berührung zweier runden Oberflächen bedingt, 4urch die Betrachtungt 
daft die gemeinschaftlichen Normalen beide Drehungsaxea schneiden. 
Betrachtet man dieselben daher als zwei Leitlinien (direetrices), und be- 
wegt eine dritte gerade Linie, als Erzeugende (g^neratrice), so auf den- 
selben fort, dafs sie eine Curve^ deren Gleichungen ys=z^(x), j?=:w(ar), 
immer unter rechten Winkeln schneidet, so hat diese Curve die Eigen- 
schaft, dafs fiie durch Umdrehung um beide Drehungsaxen zwei sich in 
derselben berührende runde Oberflächen erzeugt. Beiläufig folgt hieraus 
der interessante Satz für das Hyperboloid k une. nappe, dafs jede ortho- 
gonale Trajectorie des einen Systems gerader Linien, um irgend zwei 
Linien des andern Systems gedreht, zwei sich berührende runde Ober- 
flächen erzeugt« 

Sind die Gleichungen der beiden Drehungsaxen auf die einfachste 
Weise gegeben, nemlich durch die Gleichungen: 

y tsss 0, z = und 
y = ^tgß, z = a, 
wo j3 der Winkel ist, unter welchem sich die Frejectionen beider Dre- 
hungsaxen auf der x, y Ebene schneiden, und a die Distanz der einen 
Drehungsaxe von derselben Ebene, in welcher die zweite Drehungsaxe 
liegt^ und mit der :t Coordinatenaxe zusammenfällt^ so erhält mau. die 
partiella Difierentialgleichung 

(yy+£z')lz — a)tgß -f. zxtgß — ay = (1), ^ 
welcher die Curve, deren Gleichungen ys=:(p(x), z=:or(:r) sind, zu ge» 
nügen hat. Es muls noch bemerkt werden, dafs y^ und z^ die ersten 
Ableitungen von (pxp nsx bedeuten, und mit den Difi*erentialcoef&cienten 

IST 9 ^ übereinkemmeu. 
dx' dx 

Crellt*« JoamaL n. BA 3. BÜ, 3& 
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3. 

Die Curve, welcbe obige Gleichung erfüllt^ mufs nun ferner noch 
die Eigenschaft haben, dafs die Momente jedes Punctes derselben, in Be- 
eug auf die beiden Drehungsaxen, in einem constanten Verhältnisse im 
stehen, welches Verhältnifs das umgekehrte der Winkelgeschwindigkei- 
ten um beide Drehungsaxen ist. Wenn dieselbe daher zugleich auf der 
Oberfläche eines Hyperboloids ä une nappe liegt, das durch die Gleichung 

(y*+z»K— (ö— z/ — (jrslnß — ycosß)* = (II) 
gegeben ist, so ist auch diese Bedingung erledigt, und die Curve, welche 
durch Umdrehung um die beiden Drehungsaxen zwei sich berührende 
Oberflächen erzeugt, die sieht durch blofse Reibung in Bewegung setzen^ 
▼ollständig durch die beiden Gleichungen 

(yy^+zz')(z—a)xgß + zxt^ß — ay == o (I), 

(^•-fz«)n'— (a— z)'— (a;sinß— ycosß)» = (II), 
gegeben« 

Die Form dieser Gleichungen, bei welchen durch Veränderung des 
Coordinatensjstems die Complication nur aus der einen in die andere 
hineingeschafft wird, zeigt bald, dals keine eleganten Resultate, auch 
selbst durch eine rollständige Integration, zu erwarten sind« Aber be- 
denkt man, dals bei der wirklichen Construction eines solchen Räder- 
werks, eine von den vielen Curven, welche die Aufgabe lösen, nur in 
soweit gekannt zu werden braucht, als die Dicke der Räder erfordert, 
welche immer im Verhältnifs zu der Entfernung der beiden Axen ge- 
ring ist, so wird man leicht hinlänglich viele Funde derselben finden 
können, indem die Lage der Tangenten an jedem Puncte gegeben ist 
durch die beiden Gleichungen: 

y szf(xy y, z), 

-' = H^f yy Z)y 

welche durch Absonderung der DifferentialcoefGcienten aus den Gleichun- 
gen !• und IL entstehen. Diese Puncte dienen zugleich dazu, die ihnen 
entsprechenden Puncte der Meridiancurven der runden Oberflächen zu 
verzeichnen, welche durch Umdrehung der gemei|i8chaftlichen Beriih- 
rungscurve um beide Axen entstehen* Auf diese Meridiancurven kommt 
es hauptsächlich an% weil sie die becfuemsten sind, um als Lehren eur 
Abdrehung der beiden soliden Oberflächen zu dienen. 
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Legt man durch den Punct ^säO, y^=0^ z=:— ^ des Hyperbo- 
loids k une nappe eine Ebene senkrecht auf die z Coordinatenaxe^ so ist 
diese zugleich Tangentenebene desselben. Jede^ in diesem Puncto auf der 
Ebene gesogene gerade Linie^ kann daher auch als Tangente einer durch 
diesen Punct gehenden , unsern Bedin|i;ungen entsprechenden Curve, be« 
trachtet werden. In diesem Puncto berühren sich daher auch sämmt- 
liehe runde Oberflächen^ und zugleich auch das Hyperboloid a une nappe. 
Dieses wird im Allgemeinen von allen diesen Oberflächen^ von dem go^ 
dachten Puncto ab^ geschnitten. Eine TOn den beiden geraden Linien, 
welche sich an diesem Puncto auf der Oberfläche des Hyperboloids kreu- 
zen, kann daher auch als Tangente der zu suchenden Curve betrachtet, 
und ein darauf genommener consecutiver Punct als eben dieser Curve 
zugehörig, angenommen werden. Die folgenden Puncto bestimmen sich 
nun nach Obigem. 

5, 

Einige specielle Fälle der allgemeinen Aufgabe haben bedeutendes 
technisches Interesse, und gestatten eine Tollkommene Lösung, Es seien 
nemlich die beiden Drehungsaxen parallel, so wird ß = o, und das Hy- 
perboloid k une nappe verwandelt sich in einen geraden Cyiinder Ton 
der Gleichung 

Man sieht daraus, dals dessen erzeugende gerade Linie immer mit der 
X Coordinatenaxe parallel ist, und dafs er als Basis einen Kreis hat, des* 

sen Radius = f^ . Dia Gleichung L verwandelt sich für ß =s o in 

— «yssO, oder ys=0, woraus man sieht, dafs die beiden geraden Li- 
nien, in welchen die x, x Ebene den Cyiinder schneidet, und deren Glei- 

chungen z s= tziT' ^^^^f ^^^ Bedingungen genügen. Dieses ist der Fall 

der cylindrischen Bäder, und je nachdem n eine ganze Zahl oder ein 
Bruch ist, werden sich die beiden Cyiinder, welche durch Umdrehung 
einer dieser Linien um b^ide Axen entstehen, entweder äufserlich oder 
innerlich berühren. 

6. 
Für die conischen Rader ist assO und das Hyperboloid verwandelt 
sich in einen Kegel des zweiten Grades, der seinen Scheitel im Anfangs- 

36* 
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puncte der Coordinaten hat^ und dessen Gleichung 

(y*+^«)/2« — J5* — (xsinß — yco^ßy=:0 

ist Die Differentialgleichung I. aber wird 

(yy'-f" *^0* + *^ = 0^ 
welche sich in die beiden Factoren z=sO und yy'+zz'-f"*=<^ «erfäl* 
len lafst Dieser letzem entspricht die vollständige Integralgleichung 
y*'\'Z^'^y^=zC^. Aus 2r = sieht man^ dals der Schnitt des Kegels mit 

der ar, y Ebene «wei gerade Linien y=— ^^^ giebt« Dreht man eine 

Ton ihnen um die beiden Drehungsaxen^ ^o erhält man 2wei Kegel^ die 
sich äufserlich oder innerlich berühren^ je nachdem n eine ganze Zahl 
oder ein Bruch ist. Diese Kegel dienen nun bekanntlich dazu, die sphä* 
risch-epicjcloidischen Zähne darauf zu verzeichnen. Die Gleichung 
y^'^z^'\'0^ ^=i C^ zeigt, dafs der Schnitt jeder Kugel, die den Anfangs* 
punct der Coordinaten zum Mittelpunct hat, mit dem Kegel, dessen Glei* 
chung (y*+z*)/i* — z* — (:rsinß — ycosß)*= 0, ebenfalls unsem Bedin- 
gungen genügt Dreht man aber einen solchen Schnitt um beide Azen, 
so entsteht die Kugel selbst, weil jede Curve, welche auf der Oberfläche 
einer Kugel liegt, durch Drehung um irgend einen Radius, dieselbe im 
Allgemeinen wieder erzeugt} die Axen sind aber in diesem Falle Radien 
der Kugel. 

7. 
Diese beiden angeführten Fälle geben schon bekannte Resultate, 
aber wenn man annimmt, dafs die Winkelgeschwindigkeiten um beide 
Drehungsaxen gleich sind, so verwandelt sich für ;i = 1 die Gleichung 
des Hyperboloids a une nappe in die Gleichung eines parabolischen Hj- 
perboloi ds : 

y^sinß* — x^sinß^ '{'2yxsinßcosß'{'2az^^a* = 0. 

Auf dieser Oberfläche finden sich zwei den beiden erzeugenden Sy- 
stemen angehorige gerade Linien, deren Gleichungen 

.... a ^^^ JTSin/y 

^ "" T^ 3^ ~ cos/9±t' 

welche zugleich der Bedingungsgleichung 

(yy' + xxOC* — ö)t6ß + «0Dtgß— -uy == o 
genügen. — Dreht man daher eine dieser Linien um iie beiden Dre> 
hungsaxen, so erhalt man zwei gleiche, nur der Lage nach Tersehiedena 
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runde Hyperboloide k une nappe» Die Gleichung desjenigen ^ das sich 
auf der x Axe befindet^ wird erhalten^, wenn man in die allgemeine Form 
für runde Oberflächen auf der x Coordinatenaxe^ 

für O (x) ^ A*. . > und für v(x)-?- setzt. Es ist dieselbe daher 

Aus der Duplicität des Coefficienten von af ergiebt sich^ dafs nur 
eine Ton den beiden Linien y = — w:&± ^"^ ^^^ runden Hjperboloild 

liegt 9 und dafs die andere durch Umdrehung um beide Drehungsaxen 
swei andere erzeugt^ welche ebenfalls unsern Bedingungen genügen; 

Man erhält die Meridiancurve^ indem man in der Gleichung des 
runden Hyperboloids z = Null setzt« Dann erhält man 

a* (cos/S±l)*a* ^ 

also eine Hyperbel, deren grofse Axe a und deren kleine ^ .^a" ^ ist. 

Verzeichnet man daher eine solche Hyperbel, und dreht sie um die bei» 
den gegebenen Drehungsaxen, indem man dieselben als Richtungen der 
kleinen Axe der Hyperbel, und die kürzeste Verbindungslinie beider, oder 
die z Coordinatenaxe, als Richtung d$r grofsen Axe betrachtet, so berüh- 
ren sich die dadurch entstandenen Hyperboloiden k une nappe in einer 
geraden Linie, und es müssen sich deshalb, da die Linie überall gleiche 
Momente in Bezug auf beide Drehungsaxen hat, diese Hyperbcrfoiden 
mit gleichen Winkelgeschwindigkeiten um ihre Axen drehen* 

Hiernach ist man auch im Stande, die Schraube ohne Ende zu can- 
struiren, und die Möglichkeit darzuthun, wie man beliebig viele Gewinde 
auf einmal zum Eingriff bringen kann. Es wird nenUich für diesen Fall 
ß = 90% und die Bedingungsgleichungen verwandeln sich in 

/2*y'4-z'/2* — (a — zy — X* 5= 0^ 
(yy^ + zz^){z — ä) -f^zr = o. 
Hieraus erhält man durch Elimination von yy^ die Differentialgleichung 

» = /^_^,^^a^ > deren vollständiges Integral 
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2o»/iMog[ö— (/i*+l)z] + 4flr/i*[ö— (/i*+l)z] + [a— (/i*+l)z]*=:— x*(rt*+l)»+C, 

die Gleichung der Projectionen aller die obigen Bedingungen erfiiUenr 
den Curven auf der x, z Ebene giebt« 

Setzt man C=:oo, so erhält man z= ,^, v , und durch Substitution 
dieses Werths in die Gleichung des Hyperboloids^ 

(1 — it»)n*a* (1 — )i*)a* "" 

Dieses ist die Gleichung einer Hyperbel , welche parallel mit der x, y 
Ebene ist^ deren Mittelpunct in der z Coordinatenaxe liegt , und deren 
Axen parallel mit den Drehungsaxen sind. 

Dreht man diese Hyperbel um die x Coordinatenaxe ^ welche zu- 
gleich eine der Drehungsaxen ist^ so erhält man die Gleichung eines 
runden Hyperboloids: 

welches i, une nappe ist^ da die Constante immer negativ ist. Die Me- 
ridianhyperbel desselben wird: 



a» n* a* n* 



Die Gleichung des andern Hyperboloids auf der zweiten Drehungs- 
axe^ deren Richtung mit der y Coordinatenaxe isusammenfallt, ist 

und dessen Meridianhyperbel 

(w* + l)^ar^ {n^ + JYy* — 1 
a'n* a* "^ 

Man sieht hieraus, dals bei der ersten Meridianhyperbel die grofse 
Axe isich mir kleinen wie n:ly und bei der zweiten umf^ekehrt verhält, 
dafs aber bei beiden die grofsen Axen gleich sind, und die kleinen sich 
wie n : 1 verhaiten. 

Da sich die beiden Hyperboloiden im ganzen Bereich einer Hyper- 
bel berühren, so können sie, wegen der Duplicität der Schenkel, auch 
nicht frei um ihre Axen gedreht werden} wenn man indessen von dem 
einen nur ein Stück benutzt, das auf eiqer Seite der y, z Ebene, und 
von dem andern ein correspondirendes, das auf einer Seite der X; z Ebene 
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liegl^ SO wird die freie Drehung dieser beiden Oberflachen um ihreAxen 
nicht gehemmet y und sie werden dieselbe durch ihre Berührung in ei- 
nem Hyperbelbogen mit den gegebenen Winkelgeschwindigkeiten voll- 
strecken können« 

9. 

Wir schreiten zum zweiten Theile der allgemeinen Aufgabei nem- 
lieh Mur Verzeichnung der Erhöhungen und Vertiefungen ^ welche^ zum 
wechselseitigen ^ Eingriff^ auf den sich berührenden Oberflächen ange« 
bracht werden müssen« Diese Oberflächen allgemein zu finden^ ist im 
Obigen gezeigt, nur wenige speeielle Fället die zum Glück aber die 
meiste practische Bedeutung haben, lassen elegante und leichte Con- 
structionen zu, und diese sind namentlich für den Fall gleicher Winkel- 
geschwindigkeiten und für die Schraube ohne Ende interessant und neu« 
Der Gegenstand, womit wir uns zu beschäftigen haben, gestattet man- 
nichfache und wichtige statische und geometrische Untersuchungen, 
welche vorzüglich in Bezug auf die Schraube ohne Ende der Folge aus- 
fuhrlicher vorbehalten bleiben; hier sollen blofs einige allgemeine Andeu- 
tungen folgen. 

Um den Standpunct zu bestimmen, von dem auszugehen, schlieCsen 
wir uns wieder an bekannte Constructionen an. Der La H ir eschen Ver- 
«eichnung der Zähne läfst sich allgemeine Bedeutung geben, wenn man 
annimmt, dafs sich die eine Axe um die andere dreht, und dann läfst 
sich die Cberfläche construiren, welqhe die Berührungscurve erzeugt, in- 
dem sie sich gleichzeitig um beide Axen so dreht, dafs die Winkel^;e- 
schwindigkeiten sich umgekehrt verhalten, wie ihre respectiven Ab- 
stände von beiden Drehungsaxen. Der wechselseitige Eingriff wird durch 
Erhöliungen, die nach diesen, den gewöhnlichen epicycloidischen analo- 
gen Oberflächen geformt sind, wie bei cylindrischen und conischen Rä- 
dern Tor sich gehen. Diese Methode dürfte aber wegen der Schwierig- 
keit der practischen Ausführung, im Allgemeinen zu verwerfen, und die 
Constructionsmethode von White vorzuziehen sein, welcher auf cylin- 
drischen und conischen Rädern, statt der epicycloidischen Zähne, sich be- 
rührende Schraubenlinien verzeichnet (Siehe dessen Abhandlung 1812 in 
4to und No. CCXXXVII. Febr. 1822 S. 142 des Repertory of ArUy Ma. 
nirfactures etc.). 
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Für abwickelbare Oberflächen nennt man Schraubenlinien (h^Ilces) 
diejenigen 9 welche eine gerade Linie ^ auf der Abwick^lungsebene Ter- 
zeichnet^ auf denselben bildet. Man kann daher auch diejenige Curve 
eine Schraubenlinie nennen, welche ein biegsanaer unausdehnbarer Fa« 
den bildet, indem man ihn um irgend eine Oberfläche von beliebiger 
Natur wickelt. Legt man an allen Functen einer solchen Schraubenli- 
nie Tangentenebenen zur Oberfläche, worauf file sich befindet, so bilden 
diese Ebenen bekanntlich durch ihre Schnitte eine abwickelbare Ober- 
fläche. Die Schraubenlinie wird alle gerade Linien, welche die abwik» 
kelbare Oberfläche formiren, unter gleichen Winkeln durchschneiden^» 
oder sie wird ihre Trajectorie sein, und dieses ist ihre allgemeine Cha- 
racteristik. Sie hat beiläufig noch die Eigenschaft, dafs sie die kürzeste 
Verbindungslinie zwischen zweien ihrer Puncto ist, und da dieRnimmungs** 
linien eben diese Eigenschaft haben, so folgt daraus, dafs man eben* 
falls einen Faden längs dieser letzten Curven auf der Oberfläche au^ 
spannen kann* 

Legt man in irgend einem Puncto der Berührnngscurve der beiden 
runden Oberflächen die gemeinschaftliche Tangentenebene, zieht aus die- 
sem Puncte eino beliebige Richtung, und spannt danach einen Faden auf 
beiden Oberflächen aus, so werden sich die dadurch gebildeten Schrau- 
benlinien immer in irgend einem Puncte der gemeinschaftlichen Curve 
berühren, wenn man die Oberflächen um ihre Axen dreht. Diese wich« 
tige Eigenschaft ergiebt sich leicht aus dem acquiangulären Character 
der Schraubenlinien, und aus der Annahme, dafs dieselben die, als er- 
zeugend betrachteto Berührungscurve, 4iuf beiden Oberflächen unter 
gleichen, den correspondirenden Puncten angemessenen Winkeln durch- 
schneiden. Man sieht leicht, dals man beliebig viele parallele Schrau- 
benlinien auf beiden Oberflächen oonstruiren kann, und dadurch in den 
Stand gesetzt wird, die Berührung^puncte zu vervielfältigen, welche im- 
mer in der gemeinschaftlichen Berührungscurve liegen, so dafs, wenn 
man von dieser und von den Oberflächen überhaupt abstrahirt, und ein 
Netz solcher Schraubenlinien bildet, diese durch ihre Berührung eine 
Drehung um beide Axen veranlassen werden. 

Auf mannichfaltige Weise kann man nun nach diesen dirigiren- 
den Schraubenlinien die Erhöhungen und Vertiefungen des kräftigen Ein- 

grifii 
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griffs wegen bilden; am zweckmäfsigsten aber wird es sein^ wenn man 
dasn die krummen Oberflächen wählte welche die auf den Schrauben- 
linien errichteten Normalen der Oberflächen bilden^ sobald man ihnen 
keine bedeutende Höhe giebt Diese werden^ im Fall man die Schrau- 
faeolinien mit den Liinien der gröTsten oder kleinsten Krümmung zusam« 
menfallen lälst^ abwickelbar und lassen sehr leichte Constructionen jbu. 

So kann man z. B. bei den runden Hyperboloiden, welche sich in 
einer geraden Linie berühren ^ auf dem einen als Schraubenlinien die 
geraden Linien wählen, welche die fierührungslinie durchschneiden und 
dem andern System der Erzeugung angehören} auf dem andern Hyper- 
boloid erhält man als Schraubenlinien doppelt gekrümmte Gurren, wel« 
che durch die Richtung bestimmt werden, in welcher sich die geraden 
Linien auf dem ersten Hyperboloid durchschneiden. Dasselbe Verfahren 
kann bei den in einer Hyperbel sich berührenden runden Hyperboloiden 
angewendet werden. 

Potsdam, im September 1827. 
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2$6 Aufgabtn und Lehrsätze. 



26. 

Aufgaben und Lehrsätze, 

erstere aufzulösen, letztere zu beweisen. 



• • • • 



1. 

(Von Herrn N. H. Abel) 

49. Xheorime. Si la sbmme de la s^rie kifinie 

est ^gale ä z^ro pour toutes les valeurs de x entre deuz limites reelles 
a et ß, on aura n^cessairement 

a^;=iOy a^ssO^ a^zszo . . .. a^sssO* . . »f 
en vertu de ce que la aomme de la sirie s'^vanouira pour une yaleur 
quelconque de x. 

50. Probleme. Eh supposant la se^rie 

f(x) = flr^ + a^x -f- a^x^ + . . • . 
oonvergente pour toute valeur positive, moindre que la quantiti posi- 
tive a; on propose de trouver la limite vers la quelle converge la valeur 
de la fonctioD f(x), en faisant converger x vers la limite a* 

51. Theoreme. Si T^quation diff^rentielle s^par^e 

adx dy 

oh dy ß,yfiyfy Oy sont dos quautitös reelles, est algöbriquement int^gra- 
ble, il faut n^cessairement, que la quantitä a soit un nombre rationel. 

52. Probleme. Trouver une integrale alg^brique des deuz 

^quatipns s^par^es: 

dx.)r3 dy 

gx.Va dy 

(Von Herrn Th. Qausen zu Altena.) 

53. Aufgabe. Wenn e die Basis der hyperbolischen Logarith- 
men, 'k den halben Kreisumfang, und n eine positive oder negative ganse 
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Zahl bedeuten, so ist bekanntlich ^•""•^-»rsl, e*+*^»^-»=^; folglich auch 
^i4*««/-i)*_^_^i-H«7i/=l-4i»«7r« D^ ^^^ e»+*"^»^-»--e ist,, so M'ürde dar- 
aus folgen; e~^*^' = 19 welches absurd ist Nachzuweisen, wo in der 
Herleitung dieses Resultats gefehlt ist. 

3. 

(Von Herrn /• Steiner.) 

54. Lehrsatz. „Sind irgend zwei in einer Ebene lie- 
gende Dreiecke so beschaffen, dafs, wenn aus den Ecken des 
einen auf die Seiten des anderen, in irgend einfir Ordnung 
genommen, Lothe gefallet werden, dafs alsdann diese drei 
Lothe einander in irgend einem Puncto treffen, so treffen 
auch diejenigen drei Lothe, welche in entsprechender Ord* 
nung, aus den Ecken des zweiten Dreiecks auf die Seiten 
des ersteren gefället werden, einander allemal in irgend ei- 
nem Puncf Oder: 

I) „Fället man aus einem willkürlichen Punct D (Fig. 3.) in der 
Ebene eines Dreiecks j^BC auf die Seiten des letzteren Lothe Da, Db, 
DCf nimmt in diesen Lothen drei beliebige Puncto a, 6, c, als Ecken 
eines anderen Dreiecks abc an, und iället auf dessen Seiten aus den 
Ecken des gegebenen Dreiecks, in gehöriger Ordnung genommen, Lothe 
jidy Bdj Cd, so treffen diese einander allemal in irgend einem Puncto 
rf," Und ferner: 

II) „Nimmt man ähnlicherweise ein drittes Dreieck o^b^c^ an, 
dessen Ecken in den nemlichen drei ersteren Lothen liegen , so wird 
demselben auf gleiche Weise ein Punct d^ entsprechen (I.), und alsdann 
liegen die drei Durchschnittspuncte der drei Paar entsprehender Seiten 
des zweiten und dritten Dreiecks, d. h., die Durchschnittspuncte a^ ß, y 
der Sertenpaare bc und b^c^, ca und r.cr^, ab und a^b^, allemal in iru 
gend einer Geraden aßv; und 

HI) diese Gerade «ßy ist allemal zu derjenigen Geraden dd^, wel- 
che durch die beiden genannten Puncto d, d^ geht, senkrecht.'' 

55. Lehrsatz. ^Haben irgend zwei sphärische Drei- 
ecke, die in einerlei Kugelfläche Iieg«rn, solche gegensei- 
tige Lage, dafs, wenn man aus den Ecken des einen- auf die 

37« 
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Selten des anderen, in irgend einer Ordnung genommen, 
Lothe fallet, dafs alsdann diese Lethe einander in einem 
Punct treffen, so treffen allemal auch diejenigen dreiLothe, 
welche man in entsprechender Ordnung, aus den Ecken des 
zweiten Dreiecks auf die Seiten des ersteren fället, einan* 
der in irgend einem Puncf Oder: 

I) „Fället man aus einem willkürlichen Punct D der Kugelfläche, 
auf die Seiten BCy CA^ AB eines gegebenen sphärischen Dreiecks ABCj 
sphärische Lothe Da^ Dhl Dcy nimmt in diesen Lothen drei beliebige 
Puncto a, £, c als £cken eines zweiten sphärischen Dreiecks abc an, 
und fället auf dessen Seiten bc^ ca, ab, aus den Ecken des ersteren Drei» 
ecks, in gehöriger Ordnung genommen, sphärische Lothe Ad, Bd, Cd, 
80 treffen diese einander allemal in irgend einem Puncto d/^ Und ferner: 

II) „Einem dritten sphärischen Dreieck Oib^c^f dessefn Ecken in den 
nemlichen drei ersteren Lothen Daa^, Dbb^, Dcc^ angenommen werden, 
wird ähnlicherweise ein Punct d^ entsprechen, und alsdann liegen die 
drei Durchschnittspuncte a, ß, y, der drei Paar einander entsprechender 
Seiten, nemlich der Seiten -Paare bc und b^c^, ca und Cfi^, ab und ajb^ 
des zweiten und dritten Dreiecks, allemal in irgend einem Hauptkreise 
aß7^ und 

III) dieser Hauptkreis aß^ steht allemal auf demjenigen Hauptkreise 
dd^ welcher durch die beiden genannten Puncto d, d^ geht, senkrecht** 

56» Lehrsatz« „Haben irgend zwei ^rregulaire) Tetraeder 
solche gegenseitige Lage, dafs, wenn aus den Ecken des ei« 
nen auf die Seitenebenen des anderen, in irgend einer Ord* 
nung genommen, Lothe gefället werden, dafs alsdann diese 
Tier Lothe einander in einem Punct treffen, so treffen alle» 
mal auch diejenigen vierLothe, welche man in entsprechen« 
Ordnung, aus deuEcken des zweiten Tetraeders auf die Sei» 
tenebenen des ersteren fället, einander in irgend einem 
Punct.'' Oder: 

t) „Fället man aus einem willkürlich angenommenen Punot E auf 
die Seitenebenen BCD, CDA, DABy ABC eines gegebenen Tetraeders 
ABCD Lothe Ea, Eb, Ec, Ed, nimmt in diesen Lothen yier beliebige 
Puncto a, b, c, d, als Ecken eines zweiten Tetraeders ab cd an, und fal« 
let auf dessen Seitenebenen bcd^ eda, dab, abc aus den Ecken A^ S, Cf D 
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^es ersteren Tetraeders^ Lothe jie, Se, Ce, De, $o treffen dieftO einander 
allemal in irgend einem Puncte e/" Und femer: 

U) y^Nimmt man in den vier ersteren Lethen ahnlictierweise yler 
andere Puncte a^, 6^, c^, d^^ als Ecken eines dritten Tetraeders an> so 
wird diesem in gleicher Beziehung einPunct e^ entsprechen} und abdann 
liegen die vier Durchschnittslinien », ßp y, S der Tier Paar einander, 
entsprechender Seitenebenen des zweiten und dritten Tetraeders^ nem- 
lieh die Durchschnittslinien der vier Paar Seitenebenen bcd und b^c^d^p 
cda und e^d^a^y dab und d^a^b^, abc und Oib^c^, allemal in irgend eig- 
ner Ebene «ßy^ *)j und 

III) diese Ebene aßyi steht allemal auf derjenigen Geraden ee^^ 
welche durch die beiden genannten Puncte e, e^ geht^ senkrecht *" 

57. Lehrsatz« ^Es sei irgend ein unregelmälsiges Vieleck ao 
beschaffen, dals sowohl ein Kreis in^ als ein anderer Kreis um dasselbe 
beschrieben werden kann» Werden die Radien der Kreise durch r> R, 
und der Abstand ihrer Mittelpuncte von einander durch a bezeichnet) so 

« 

hat man 
h für ein Dreieck : B^^a* =s 2rR (Siehe 3. Aufgabe, 8.96), 
n. für ein Viereck: 1) (iP— fl*)* = 2r»(fi»+a«), oder 

2) (R+r+a) (R+r^a) (R—r+a) (R-r-a) = r^ 
in. für ein Fünfecki r(Ä— c)=:(Ä-f a).v^[(fi— r+a)(JR— r— ä)] 

+ (Ä + a).|r[(Ä-r-a).aÄJ, 
VL für ein Sechseck 1 3(Ä*— o»)*=:4r*(JP+o«)(Jl*— ay+l6/^a«IR 
V« für ein Achteck/ 
8r*[fi*— «T— r»(Ä*+ö')] [(iP+ö*) [(Ä*~ö"/+ 4rViPJ ~8rV2P(lP— ^)*] 

58. Lehrsatz. Wenn irgend ein sphärisches Viereck so b^ 
schaffen ist, dafs sowohl ein Kreis in> als ein anderer Kreis um das* 
selbe beschrieben werden kann, so hat man, wenn die sphärischen Ra- 
dien der beiden Kreise durch r, R und der sphärische Abstand ihrer 
Pole Ton einander durch a bezeichnet werden , folgende Gleichung:"^ 

1) [cos (r + o)* — cos Ä*] [cos (r — a)^ — cos Ä^ ä: sin r* • cos Ä*, oder 
2) sin (R+r+a) sin (R^r^a) sin (Ä— r+ö) sin (Ä— r— ö) = sin r\ cos 2P. 

59. Lehrsat«. Man stelle sich im Räume eine Ebene ^A (Fig. 4.) 
und irgend eine Kugel m vor« Der Radius dieser Kugel soll durch r, 

*) - Sich€ Band L S. S8. dieses Joamals, 
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und das Löth mji, aus ihrem Mittelpunct auf die Ebonei durch h he- 
iseichnet werden. Ferner sei nf^ irgend eine Kugel ^ welche die Ebene 
und jefte Kugel äüfserlich berührt, so sind alsdann unisählige Kugeln 
denkbar» welche die Ebene und die beiden Kugeln m, m^ isugleich beruh« 
ren, wie s. B. die Kugeln fiy fi^. Man denke sich nun eine Reihe sol« 
eher Kugeln fx,, fi^y fiy..*fix9 welche einander der Ordnung nach berüh- 
ren, und deren Anfangsglied jüi^ an beliebiger Stelle angenommen ist, 
so ist es möglich, dafs, wenn diese Reihe im Ring herum fortgesetzt 
wird, bis man zu dem Anfangsgliede fx^ zurückkömmt, dals alsdann die 
letzte Kugel nicht nur die vorlet^.te, sondern zugleich auch die erste (Kt 
berührt^ und zwar hängt dieses Eintreffen lediglich von dem Verhältnils 
der beiden GrÖIsen r, h zu einander, und durchaus nicht von der Gröfse 
und Lage der Kugel m^. noch von der Lage des Anfangsglieds \t^ der 
Reihe ab. Nemlich die erste Kugel fi^ der genannten Reihe wird allemal von : 
I. der dritten fi^ berührt, wenn: A ^£ 5r, 

h = 3/-, 

. Ä = r, 

Ü. s. w. 

60. Lehrsatz. „Wenn von irgend vier Kugeln je zwei einan^ 
der äüfserlich berühren, so giebt es allemal zwei bestimmte andere Ku- 
geln m, Mj von denen jede jene vier berülirt, und zwar berührt entweder 
oC) jede dieselben äüfserlich, oder ß) die eine berührt dieselben aulserlich 
und die andere einschlielsend. Werden die Radien dieser beiden Kugeln 

_ # 

nij M durch r, i{, und der Absland ihrer Mittelpuncte von einander durch 
a bezeichnest, so hat man allemal : 

«) ö* = Ä» -f. r* -f- lOrÄ, oder 

ß) a* = R^+r*— lorfi." 

61. Lehrsatz. „Sind r, R die Radien und a der Abstand der 
Mittelpuncte zweier ineinander liegender Kugeln w, -Sf, und findet zwi- 
schen jenen drei Gröfsen die Gleichung 

Statt, so lassen sich in dem Räume zwischen den beiden Kugelflächi&n, 
auf willkürliche Weise, 6 andere Kugeln so beschreiben, dafs jede 4 der 
übrigen und zugleich jene beiden Kugeln m^ M berührt; d. h., denkt 



iL 


• vierten /»« 


III. 


fünften /tj 


IV. 


- sechsten fi^ 


V. 


- achten {i^ 
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man sich an irgend einer Stelle in dem genannten Zwischenraum eine 
Kugel (i, welche die Kugeln m, M berührt, so lassen sich um dieselbe 
herum, auf willkürliche Weise, rier andere Kugeln fi^^ fi^, fi^, /is legen^ 
die einander der Ordnung nach berühren, und von denen jede die drei 
ersteren Kugeln m, M, /i^ berührt, und alsdann ist allemal noch eine andere 
Kugel iiq möglich, welche die sechs Kugeln m, My fi^^ ft,, /x«, ftg berührt'* 

62. Lehrsatz. „Sind auf einer Kugelflache eine beliebige An- 
zahl willkürlich liegende Puncte jf^ B, C gegeben, und es soll 

auf derselben ein anderer Punct P so bestimmt werden, dals, wenn man 

die Cosinusse der Hauptkreisbogen JlP, BPj CP^ , welche diesen 

Punct mit jenen Puncten verbinden, respective mit gegebenen Zahlen tf, 

hj Cf multiplicirt, die Summe dieser Producte einer gegebenen 

Gröise K gleich sei, also ^afs 

a.cos^P+Ä.cosÄP + ^.cosCP+ = K 

sei, so ist der Ort des Puncts P allemal die Peripherie irgend eines Krei- 
ses. Wird die GröTse K kleiner oder gröTser angenommen, wäh- 
rend die Puncte jiy By C^ • . . • fix und die Zahlen a, £, r, • . . • con- 
stant bleiben, so bleibt auch der Pol des Ortskreises unveränderlich, d. 
b., die verschiedenen Ortskreise, die dadurch entstehen, sind alsdann alle 
mit einander parallel.'' 

63. Lehrsatz. „Sind im Räume irgend eine Anzahl n beliebiger 
Puncte gegeben, und man ordnet dieselben auf willkürliche Weise, zieht 
sodann aus dem ersten nach dem zweiten die Gerade A; aus der Mitte 
der A nach dem dritten Punct, die Gerade B^ aus dem Punct, welcher 
von der Geraden jB, von ihrem Anfange an gerechnet, das erste Drittel 
abschneidet, nach dem vierten Punct, die Gerade C s aus dem Punct, 
welcher von C das erste Viertel abschneidet, nacli dem fünften Punc^ 
die Gerade D ; aus dem Punct, welcher von D das erste Fünftel ab- 
schneidet, nach dem sechsten Punct, die Gerade JE, u. s. w«; multipli- 
cirt hierauf die Quadrate der genannten Geraden, nach der Ordnung, mit 

den Brüchen ^, f > ^> y^ l^> f ~~f ^^ l^^t die Summe aller dieser 

Producte, nemlich die Summe 

allemal einerlei Gröfse, in welcher beliebigen Ordnung man auch die 
gegebenen Puncte aufeinander folgen läfst." 
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64. Lehrsatz. ^^Sind a, b, c, d die Seiten^ und ^^ / die Diagona« 
len eines sphärischen Vierecks^ und ist ^ derjenige Hauptkreisbogen, 
welcher die Mitten der beiden Diagonalen verbindet^ so ist allemal: 

cos a -(- cos & -f* ^<>^ ^ "f* <^<>^ ^ 5= 2 . cos { e . cos f /. cos^.* 
(Beim geradlinigen Viereck hat man bekanntlich die entsprechende 
Gleichung 

65. Lehrsatz. ^^Sind im Räume irgend zwei fixe Gerade gege« 
ben^ und läist man zwei Ebenen > welche zu einander senkrecht sind^ 
sich so bewegen^ dals jede fortwährend durch eine jener Geraden geh^ 
so beschreibt die Durchschnittslinie der beiden Ebenen ein einfaches 
Hyperboloid^ in welchem zugleich auch jene beiden Geraden liegen^ 
und welches von jeder Ebene, die zu einer dieser Geraden 
senkrecht ist| in einem Kreise geschnitten wird.* 

4. 

(Von Anderen.) 

66. Aufgabe I. Beliebige Puncto in einer und derselben Ebene, 
in beliebiger Zahl n, werden zu zweien immer durch gerade Linien so 
verbunden werden können, dafs sich die verbindenden Linien nicht 
schneiden. Es fragt sich, auf wievielerlei Arten diese Verbindung mög- 
lich sei, ob die Zahl der verbindenden Linien verschieden, und welche 
die gröüste und welche die kleinste Zahl sei. 

IL Beliebige Puncto im Räume, in beliebiger Zahl ii, werden zu 
zweien immer durch gerade Linien, und zu dreien durch Ebenen so yet» 
bunden werden können, dafs sich die verbindenden Linien und Ebenen 
nicht schneiden. Es fragt sich, auf wievielerlei Arten diese Verbindung 
möglich sei, ob die Zahl der verbindenden Linien und Ebenen verschie» 
den, und welche die grölste und welche die kleinste Zahl sei; 



27. 

Frottement des vis et des ecroux* 

Exfrail des legons de Mecaniqut «ppliqae« aus machincs» faites en 1825 et 1836 1 k Tecole ap^iale 

de rartillerie et du gifnie 4* Mets. *) 

(Par Mr. /. K. Poncelet.) 

i^oit (Flg. 1. Tab. IV.) MM* Taxe d'ime vis ä filets triangulaireSi supposde 
verticale etfixe^ T^crou seul ^tant mobile; seit AHwn Clement h^Iicoide 
quelconque du filet de cette vis compris entre deux cylindres concentriques 
a Taxe« jfB la tangente en un point quelconque A de cet element^ MC la 
g^n^ratrice correspondante, eofin^^^ une verticale parall^e a Taxe itfiV, 
s&vdnXBCA' les points de rencontre de ces trois droitas avec un plan ho- 
rizontal quelconque^ A^B^ A'Cy projections de AB etAC sur ce plan» se- 
ront les directions respectives de la tangente et du rajon au point A* dit 
cercle de base du cylindre, qui contient YhiMceAH, et le plan ABC sera 
le plan tangent en A k la, surface du filet de vis. Si nous abaissons du 
point A^ la perpendiculaire A^O sur ce plan» puisque nous tra^ions les 
droites AOE^ BOJ, les angles A'AEy OBA' seront les angles formös par 
la verticale AA* et Thorizontale A^B ou Ap avec le plan tangent ^J?(7. 
Cela pose, nommons 

Pangle A'AO •».«»#••••# a^ 

Tangle A'BO 0, 

Tangle A^AB^ ou Tinclinaison donnöe de la tangente AB sur la verticale a^ 
Vangle donn^ CAA' de Tinclinaison de la g^näratrice MAC sur la verticale b^ 

*) Diete nnd die fols«nde Abhandlong Np* 26» «oa der Feder des berAhmtea Verfassers des 
cUssisdien Werks t Traiii du prpjnUtes projectiows des fignr§f^ und vieler anderen werthvollen 
Abliandlnngen» sind von demselben dem Heraasgeber dieses Journals handscbriftlicb mitgelbeilt wor- 
den nnd ersclieinen bier sni^ ersteumale gedmckt« 

Aocb bat der Herr Verfasser die Göte gebabt, dem Herausgeber des Journals ein so eben im 
Dmck erschienenes ,fMemoir§ smr Ut rou9t hydrauliqutt A aub9$ ecurbss, mufis par dettous ; 
luivi djcxperifineäs iur Us tjf^n m9cw»i^ucs de ees rousi, par M. Porte eist, k Metz chez Thiel, 
i&27,^ miUntheilen. Diese Schrift ist von grofsem Interesse für die Theorie und dieVerbesseruo» 
der untrrschlächtigen Wasserräder, und also der Aufmerksamkeit der Maschinisten angelegentlich 
tu empfehlen. 

CreUe*s Journal. H. Bd. 4. HfU 381 
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le rayon J'M^ da cylindre de Thäice AH •••••••«. r, 

le paa commun k tous lea filets de vis hj 

]a Charge totale support^e par ce$ filets parall^Iement k Taxe • • • Qf 
la puissance horizontale qui fait ^uilibre ä j^ et au frottement, a Ter- 

tr^mitö du bras de levier quelconque R m •••.*•• • P* 

La surface sup^rieure des filets de vis^ embrass^s par l'^crou sup* 
portant la pression verticale Q, on pourra supposer cette charge distri* 
buöe uniforin^ment sur tous les points de cette surface ^ de fa^on que 
chacun des ^lömens superficiels en supportera une portion determin^e par 
r^tendue de la projection horizontale. D'apres cela la pression rerticale 
support^e par le filet de vis öl^mentaire AH, que je nomme fy sera pro- 
portionnelle (^ ^tant le rapport de la circonförence du cercle k son dia- 
m^tre) a la surface Q.^nrBr de la projection horizontale de ce filet; c'est- 
a-dire qu'on aura^ S ^tant la projection horizontale de la surface enti^re 
du filet de la vis, 

Ainsi 9 k une portion infiniment petite de S^ conoprise entre deux rayons 
cons^cutifs formant un angle d 6j repondra' une pression verticale ölömen- 

taire y-öggöf q^© ^^us repr^senterons par dy. 

Chacune de ces pressions Terticales donnera lieu k une pression 
Briy normale ä la surface de la vis^ qui tendra ä faire tourner et glisser 
cette yis aulour et le long de son axe, mais qui sera dötruite par la ri- 
gidit^ de cette mdme vis; k son tour^ cette pression normale dn fera 
naitre un frottement /ö/i, dirigi siiivant Thölice AHj c'est-ä-dire tan- 
gentiellement a cette h^lice suivant ABs ce frottement s'opposera ä Tac- 
tion de la puissance horizontale P. Cela posö, cherchons d*abord pour le 
filet ölömentaire AH la force horizontale Ap ou p nöcessaire a appli- 
quer k Textremil^ du rayon AGy pour- maintenir toutes les forces dy 
et fön en öquilibre. 

Pour cela supprimons la vis en conseryant son axe, et rempla^ons 
les pressions normales Bn souffertes par celte yis^ par Aes forces Egales 
et dirig^es en sens contraire contre T^crou; ce dernier pourra alors ötre 
consid^r^ comme un corps libre assujetti seulement a tourner en glis- 
sant le long de Taxe MM' de la vis> et qui devra ^tre en ^quilibre sous 
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raction de toutes les forces ölömentaires Bjj dp, dn,fdn. Or il est n^- 
cessaire et il suffit^ comme on sait^ qu*en döcomposaat chacune de ces 
forces en deux autreSi Tune verticale ou parallele a Taxei Fautre hori- 
zontale ou situ^e dans un plan perpendiculaire a cet axe: 

1) la flomme alg^brique de toutes les coroposantes paralleles a Taxe 
seit ögale k zero; 

2) la somme des momens des composantes horizontales ^ qui ten- 
dent k faire tourner T^crou autour de Taxe dans un sens^ seit ögale & 
Celle des motnens des mdmes composantes^ qui tendent k le faire tour- 
<«er en sehs contraire. Mais comme cette derni^re ögalite seroit assez 
difficile k ötablir, nous pourrons lui substituer celle^ qui r^sulte du prin- 
cipe des vitesses virtuelles^ et qui exprime Ics conditions d*^quilibre ordi- 
naires de Nerou autour de la vis» 

Les composantes rerticales des forces d^> driffdn sont ävidemment 
df^ i/TVcos -^-^'0 = 5/1 sin«, fdncosBAJ' :=ifdncosas donc on a, en 
observant, que dn agit en sens contraire de d^, et le signe 2 indiquant 
d'ailleurs la somme des quantit^s de mdme espece: 

25y^-2 9/isina + 2//icosö = 0, ou ^ — nsiTia'\'fncosaz=zO^ 
puisque. a et a sont constantes pour toutes les forces dn et d^. 

Le principe des vitesses virtuelles donne encore pour les conditions 

de r^quilibre autour de la vis, en considörant le mouvement dans un 

tour entier: 

/i: 2irr = fh +fn^(h^ + iv'r*), 

car /'(Ä*-f-4W*r*) est le döveloppement du filet jiN, fris pour une r^ 
volution enti^re de T^crou) c*est le chemin parcouru par le point d'ap* 
plication ji du Trotte ment, pendant que l'öcrou ou ce point s'elöve de h. 

La tangente de Tangle jfBA^ ötant j^, on a övidemment 



cosa = cobA'JB 



reste a trouver sin«. 

Les triangles OBA\ OAA' rectangles en Oy donnent respectivementr 

^'0 = ^'Bsinß, ^'0 = ^^'sin«} 
or, dans le trian^le Ä-r/-^' rectangle en A\ on a^'Ässs^^'tanga; donc 
A'B sin ß = AA' tangö sin = -^^^'sin a, et par consöquent 

sinf £=: tangosinß* 

38* 
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Maiii a cause des triangles A^BI^ AA'I rectangles en A' et /, on 
a aussi 

n A'l AA'fXvLh sin 6 



A'B AA' lang a lang a ^ 

donc enfin 

Sm^ — \r(sin»6 + lang*a) "" V"(Ä»8in*6+4«*r*) 

et 

- • r> 2^rsinfr 

sinflc = tan^^asmp = ;>i,,, .,.1,1 x x\ * 

^ "^ y (Ä*sin*6-|-4;r*r*) 

SuWtituant las valeurs de cosc et de sin« dans les öquations d'^qui- 
libre^ on en d^duira tous calculs faits 

^ ^ 2;irsm6Y'(Ä»4-4«»r*J— Ä/V'CÄ^sin*6-f.4Ä*r*> • 

La puissance horizontale P agissant avec le bras de levier A et 
devant maintenir en öquillbre toutes les puissances partielles p^ qui r^ 
pondent anx difförens filets de yis> on aura ^videmment 4 cause de 

^ 2nrdr 
rn^^pr—^l^ ^jr «^2;rrsm6V^(Ä*+4n»r*) — Ä/r"(Ä*8m*6 + 4«V) ' 

dans la quelle il faut attribuer k f un slgne contraire k celui qu'il a^ 
lorsque c'est la cliarge Q qui est sur le point d*entrainer la force P. 

Cette formule est due ä Mn le Professeur Persy, qui Ta obte- 
nue par une marcbe purement analytique, diffdrente de celle, que nous 
ayons mise en usage} on peut yoir dans la nou volle architecture 
hydraulique de Mr« Prony une formule de la mdme esp^e et qui^ 
bien que moins rigoureuse dans le fond| conduit cependant a des r^sul- 
tats peu difiörents dans le cas des applications ordinaires* Malheureuse- 
ment la formule de Mr. Persy n*est pas int^grable: mais le fut-elle, 
on ne gagneroit pas beaucoup k en rechercher Texpression finie^ k cause 
de la complication^ qui emp^cheroit toujours de Tappliquer k la pratique. 

On doit ici so borner k une approximation } or si Ton met la frac- 
tion comprise sous le signe d'intögration^ sous cette forme: 

wM+^)+f]H^^+-^) '»■-v(i+co.-.)+/i/fa^+'°''-) 

et qu'on la d^veloppe en s^rie par rapport a cota^ qui est n^essairement 
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une quaotit^ tres petite, il viendra^ en remettant pour cota sa valeur^ 
et int^grant ensuite (pour obtenir P/?) depuis r=r'^ jusqu'a r^=r\ rayonf 
des h Alices extremes da filet de vis^ observant enfin que A$=sv(r^-— r'^'), 

Pit= epf, + *i6:!±r-±r:2+c_^,+ ..c.j. 

dans la quelle on a 

• Sin* 6' smo' sin'o 1 »•' \ ' sm6/ 

La s^rie a iti pouss^e beaucoup plus loin^ mais eile est tellement 
conrergente dans les cas ordinaires de pratique^ qu'il suffira toujours de 
s*arr6ter aux deux premlers termes en A et B, ensorte qu'on aura sim- 
plement, en multipliant tout par 2ity 

On remarquera que f — /a, JT — ^^t le bras de levier moyen de la 

projection horizontale du fllet de la vis, dont la surface est S Ott 
»(r'*— r'")} A^ sort« qtrc r<£^ptti1ion ox.ilessus exprime les conditions d'^ 

quilibre de T^crou^ en le supposant charg^ du poids J^ 4" ■ r ^ : j?^ et son 

frottement sur le filet de la vis remplacö par celui de la zone qui est la pro- 
jection horizontale de la surface des filets^ supposöe press^e verticalement 

par le poids -—r donnant lieu au frottement f-^f qui agit a Textr^ 

mltö du bras de levier moyen de cette zdne, 

Dans tous lies cas^ il sera sufBsamment exact pour la pratique, de caU 
euler le frottement de la vis en supposant que le lilet se reduise au filet 
moyen; c*est-a-dire par la formule 

•" ^''2nrsmbV^(h*^An*r*)—hfY'{h^sm^b + ^^^r*)^ 

qu'on ohtient sur le champ^ en remplagant f par J?> et /» par -^, jlani 

la formule en p eV^ trouvöe ci*dessus. 

En effet^ en döveloppant cette expression en s^rie et eomparant arec 
Texpression rigoureuse de RP, on trouve que pour les donn^es les plus 
ordinaireSi la difference de RP ne s*öleve qu'k 0,001 «i^/i enviroui lörs 

mdme que Ton prend r = — ^ — ; l'erreur seroit momdre encore si Ton 
prenoit 
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oti le bras de levier moyen de la projection horizontale du filet Or, si 
Ton diyise les deux termes de la fraction ci-des8us par 2 irr .sin 6^ poar 
la mettre 50U8 la forme 

BF = Qr. 



*'^V+4;r*rV 2«r ^ \sm*6"''4.Ä»rV 



on pourra n^gliger le terme » % z vis-a-yis de 1 et de "^rif ^^ ?^* 
donne la formule tres simple 

^ fe / ^ 2;srsuifr — ^/ä ^' 

2nr sino 

qui devient identique k celle que Ton connoit d^jä pour la vis a filets 
carres, en rempla^ant -r-r par ^ ou en y faisant 8in& = l> c'est-ä-dire 
6 = 100^ 

En faisant la m^te supposition dans la formule approzimatire trouv^e 
ci-dessus pour la vis ä filets triangulaires, et dösignant par r la valeur 

!• ■ / I. j} ' — du rayon moyen de la surface du filet, il yiendra pour 1'^ 

quation d'^quilibre de la vis ä filets carres eu ögard au frottement de Töcrou : 

27rfiP=r 2+fi^h+fQ.2itrs 
en la comparant avec cellc ^oü eile provient, et supposant les grandeurs 
de Ry r, f, h et Q les m^mes de part et d'autre, on en conclut, que la 
valeur« qu'elle donne pour la puissance P, est n^cessairement moindre de 
toute la quantite 

laquelle ötant essentiellement positive ezprime Texces de r^sistance oc- 
casionn^e par la surface des filets triangulaires sur Celles des filets car- 

ff 

r^s, supposöe dans les m^mes circonstances. 

Pour nous former des id^es plus ezactes des valeurs absolues et re* 
latives de la rösistance de ces deux genres de vis, nous introduirons dans 
leur expression d^s suppositions conformes ä ce qui est pratiquö par les 
bons constructeurs,^et qu*il nous seroit facile de justifier d'une maniere 
directe: conservant toutes les denominations pr^c^dentes et ne consid^- 
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rtot que le caf d'un filet de Tis simple^ on aura pour la vis ä filets carr^s 

et pour la Tis k fileti triangulaires^ en supposaht le triangle g^n^rateur 
^uilatöral : 

r'=2, 598 A, r" = 3>464Ä, r = 3,032Ä, ^ « 77=3 = M55* 

Supposant T^crou en cuivre et la vis en fer^ nous pourrons prendre 
d'apris les- exp^riences de Coulomb: /sO^?, ce qui se rapporte au cas 
oü les surfaces ont longtems frott^^ et se sont polies^ en restant onctueu- 
seSy on aura pour la vis ä filets carrös: 

2irÄP = i^Ä + 1,90 j^Ä = 2,90 J^Ä, 

et pour la vis ä filets triangulaires: 

2WÄP = J?Ä + 3,78 J^Ä = 4,78Qh. 
On auroit sans frottement 2ntRP =z Qhs ainsi la r^sistance, dans la vis 
a filets triangulaires est presque double de ce qu'elle est dans la vis k 
filets carr^s. On voit aussi, que par suite de cette m^me r^sistance^ 
la puissance doit dtre, pour cette derniere vis, pr^s de trois fois ce qu'elle 
seroity si le frottement n'avoit pas Heu, et pr^s de cinq fois pour la vis 
k filets triangulaires: ces r^sultats d'une utilitö pratique nous parraissent 
tris dignes d'^tre remarques des constructeurs de machines. 

Four en finir sur ce sujet« nous remarquerons que les consid^ra* 
tions, qui pr^cedent, sont uniquement relatives a Thypothese, ou la puis- 
sance P seroit destin^e ä faire monter Q le long de la visj si eile de- 
Yoit, au contraire, le faire descendre, il faudroit simplement supposer, 
dans les divers ^quations trouvöes, P ou Q n^gatifs ainsi que /. En y 
faisant de plus P = o, on auroit la relation n^cessaire pour exprimer 
que la charge Q est sur le point d'entrainer la vis sans Tinterm^diaire 
d'aucune autre puissance, et cette relation seroit, comme on voit, ind^ 
pendante de Q. II arrive souvent, que cette circonstance a Heu pour les 
vis a filets carrds doubles, triples etc., telles que Celles des balanciers a 
d^couper ou a frapper la monnoie: quelque fois aussi, quoique la rela* 
tion seit loin d'Stre satisfaite, il arrive que les secousses ^prouvees par la 
machine oü il entre des vis servant a Her les diverses parties, fönt dö- 
serrer les öcroux; on Toppose alors k cet effet en plagant deux ^croux 
Tun sur Tautre, ou en mettaut directement öbstacle au mouvement de 
r^crou ptr un moyen quelconque. 
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Nous n'avons tenu compte dans ce qui pr^cede^ que du seul frottement 
occasionn^ par la surfac^ de filets de Tis; mais ce frottement est necessaire- 
ment accompagn^ d*un ou de plusieurs aütres^ agissant sur la vis Ca sur i'^- 
crou et dont la rösistance est presque toujoars comparable ä celle du premier. 

Si la Visen tournante frottoit iof^ieurement contre une crapaudiae^ 
que ^ ful le rayon du pivot qui frolte, Q' la charge totale support^ei par 
ce pivot, et qui, lorsque la vis est verticale^ se coxnpose de Q ± le poids 
de la vis ou de T^crou, on en tiendroit compte övidemment en ajoutant k 

la valeur dei^ trouv^e pr^cödemment, celle de f • -g-^/Q^ ezpression dans 

la quelle f ^ est le rayon moyen du pivot. 

Le frottement des pivots est toiijours tres faible par rapport a ce* 
lui des filets de vis, et Ton peut, en genöral, se dispenser d'en tenir 
compte; mais il n'en est plus de m^me du cas ou la t^te de la vis frotte 
contre des epaulemens, et surtout de celui ou T^crou tourne en frottant 
sur une platine ou sur une bände circulaire eu sailliej comme cela alieu 
dans la manoeuvre des grandes vannes d'öcluses etCy en nommant tou- 
jours f le rayon moyen de la partie qui frottQ, 0' la Charge^ la valeur 
ä ajouter ä la puissance P, et qui fait 4quilibre au frottement de T^pau- 

lement, sera j(fQ'* En gön^ral on voit que dans le calcul des condi« 

tions d'öquilibre de la vis, il sera facile de tenir compte des divers frot- 
temens^); on reconnoitra aussi quels sont ceux de ces frottemens dont il 
importe de diminuer Tinfluence le plus possible par des dispositions bien 
entendues: par exemple on ävitera autant que possible le frottement des 
fipaulemens, qui est toujours considerable , ou si on ne le peut entiere« 
ment, on cherchera a en diminuer le bras de levier moyen; enfin on 
pourra faire usage de rouleaux de friction, plac^s entre les bandes.an- 
nulaires qui frottent etc^ 

•) On remarqtitini qne la resültante des pitsjions qui agissent dans l«s plant p^rpendicolairst 

ans toarillona ou a Taxe de la vis, se rc'duit i la force totale P qui fait equilibre- a la fuis k tooles 

les Hsistances, attendu que les effbrfs partiels qui s>ierceQt sur la sorface des filets > out des TS- 

leors egales et tout distribu^s syrnetriquenleot autour de cel axe; ainsi il sera facile d*^valaer k 

frottement qui eo resnUe sur les tourillons, 11 arrive quelque (bis que Fecrou mobile porte -des 

ortilles, qui glissent dans de^ roulisses verticales, alors la cbarge Q de eet torou ^oit £tre augmen- 

tfe du frottement sur Ics coulistps: en nommant n la pression qui prodnit ce frottement, d la di- 

P.Ä 
alance moyfnne 4 Taxe, on aiira ndzizP.R et le frottement /«=/ —7^; il est entenda d*ailleurs 

iZ 

que Pon d^vra altribuer k J les diverses valeurs qui eonviennent aus substanoes qui sont en contacl 
ou qui frotlent, et que Ton preudra puur P U \alcur de !a puissance calcuHe en tenant compte d» 
tous les frottemens iokerens a la \is. 

I 2& 
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28. 

Methode abr^gee pour le tracd de» engrenages des 

roues d^angle. 

Bstrait des le^ons de M^canfque appliqu^ ans machlnes, (aites en 1825 tt ^828» i Fecole sp^daT^ 

de rartillerie et da g^nie 4 Ifeti, 

(Par Mr. J. K PonceUi.) 



■•s^ 



i3oint CS, CS (Fig. 2.) les azea des deux roues dont il s*dgit d'ex^cuter la 
denture, on diyisera l'angle CSC* de ces axes en deux autres CST, C'ST, 
dont les sinus CT, C^T soient röciproquement comme les vitesses de ro* 
tation i imprlmer aux roues» £n faisant tourner ces angles autour des 
axes respectifs^ qui leur correspondent, on aura les cdnes primitifs, 
se touchans suirant Tarnte commune TS^ C'est sur les bases circulaires 
TCt, TC't' de ces cdnes^ prises 4 I'une des extr^mit^s des couronnes^ qui 
portent les dents, qu*on fait ordinairement la division de Tengrenage« Cela 
pos^y tout ce qu^on peut dire sur le trac4 des engrenages cylindriques ou dans 
im plan^) sera applicable i Tespace, pourvu qu'on remplace les lignes droites^ 
relatives a ce trac^ par des plans passant par le sommet S des cdnes, et les 
lignes courbes par des cdnes ajant ce mdme point pour sommet Ainsi, 
par exemple, pour que les surfaces coniques des dents, en se poussant, 
puissent imprimer des vitesses uniformes aux roues , il sera n^cessaire 
que le plan normal a Tarnte commune de contact de ces surfaces passe 
continuellement par Tarnte de contact ST des cdnes primitifsj pareille- 
ment les courbes öpicjcloides des dents, relatives au cas du plan, seront 
remplacöes par des cdnes öpicjcloides produits par le monvement d'une 
ardte de Tun des cdnes primitifs roulant sur Tautre cdne primitif; et si 
Ton considere simplement les cercles de base tCT, tCTt' qu'on peut appeler 
les cercles primitifs, les choses se passeront encore d*une maniire 
analogue sur la sphire, qui renferme ces cercles et a a pour centre; seule- 



*) Ce trac^ ^tant eipos^ fort an long dans un grand nombre de trafUs de m^aniqoe prati- 
que, nom croyon« poavoir noas disfenstr de le rappeler \xX, 
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ment les droites seront remplacöes par ies arcs de grands eercles^ et les 
^picjcloides^ Ies döreloppantes planes etc«^ deviendront des epicycloides^ 
des dÖFeloppantes spböriques etc. 

D'apFis cetta analoge , qui rigne entre les deax cas da plan ^t de 
Tespace^ il devient inutile d'entrer dans des d^tails sur la maniire de 
disposer le engrenages selon les diverses circonstances; il est ^yident, qii0 
toute la difficultö röside. dans les Operations graphiques n^cessaires pour 
tracer les differentes courbes ou surfaces de dents d*apres les principes 
de la g^om^trie descriptive* Or je ferai remarquer^ que la rigueur^ qu'on 
apporteroit ici dans le tracä, en suivant les m^thodes connues^ ne con- 
duiroit pourtant qu'ä des r^sultats fort incertains^ tu la multiplicit^ des 
Operations nöcessaires pour obtenir le tracö d'une surface de dents^ ou 
mdme d'un seul point de sa courbe de base; il me semble que le pro- 
c^dö qui suit est suflSsamment exact pour la pratique^ et n'offre pas ces 
inconveniens* 

On remarquera^ que les couronnes ou jantes qui portent les dents ou 
fuseanx etc.^ sont et doivent en g^neral dtre terminäes^ du cotö opposö 
au sommet S des c^nes^ par d'autres surfaces coniques^ dont les aotßr 
mets Sy s^y sont sur les axes SC et SC^ des roues, et dont les ardtes sfT^ 
sT comprises dans le plan de ces axes sont perpendiculaires A Tarnte im 
contact aS7* des cdnes primitifs^ en sorte qu'elles sont le prolongement 
Tune de Tautre^ et se trouvent comprises dans le plan perpendiculaire ä 
STy tangent a la fois aux cdnes s, s^: c'est sur la surface de ces cAnes, 
que Ton applique les panneaux des dents , et qu'on y^rifie le traci gin^ 
ral de Tengrenage; or^ tu le peu d'ötenduQ, qu'occupe sur ces cdnes^ le 
profil de la courbe d'une dent et de belle qui la conduit^ ob pourra^ sans 
erreur sensible pour la pratique, regarder les petites portions des surfa* 
ces coniques s^ s^ correipondantes ä ces dents. comme se confbndant cofi- 
tinuellement aTec Le plan tangent^T^, pendant la duree de leur con- 
tact mutuel. 

Cela fosif d^Toloppant donc les deux surfaces de cdne s et s^ aar 
le plan tangent dont il s^agit, ce qui n'offre äucune difficult^, puisqu*on a 
la longueur des ardtes et le perimitre des bases^ et obserTant que^ dans 
ce d^veloppementy les longueurs dans le sens des ardtes^ et les largeurs 
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dans le sens des cercles m^ridlens concentrtques auz sommeta, ne sont 
nvliement alt^r^es^ on raminera de suita le probl&me des engrenages co- 
niqaes a celui des engrenages cylindriques ou sur uo planj^ car les cer- 
cles primitifs des dents rar la surface daf c6ites^ seroiit derenus sur le 
döveloppement des arcs de cercle tangens eatre eux et qu'on pourra re- 
garder comme les ceroles primitifs de deuz roues planes k tracer par 
les m^thodes connues seien le g^nre d'engrenage, que Ton d^ire adopter, 
Ott aura ainsi obtenu tous les panneaux n^essaires pour traoer les denis 
sur la surface des cdnes limites s, 4fi d'apr^ quoi Ton ezdoutera facile- 
ment les dents tout entiires» 

On pourra d'ailleurs pr^parer da nouveauz panneaiiz d^ralopp^ 
pour les surfaces coniquaSy qui terminent inf(ärieureinent les couronnes du 
eotö de iS^ et qui^ ayanl laurs ardte» paralleles k Celles des premiers cö* 
aea limites^ donnent^ ^fWLT les dents, des profils ezactemont ^enkblables^ 
en Sorte qu'il suffira da räduire les dioiensions des premiers panneauz 
dans litt rapport convenabley celui des ardtes ST^ ST*. 



rt« 
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29. 

Casum irreducibilem solvendi conatus« 

(Attct. Dr. C. J. D. Hill, Holm,) 



Aequatio cujuscunque gradus non nisl per aliam^ ejusdem quidem gra- 
du8, simpliciorem yero^ soWitur. 

Sic vulgo aequationis at' = ö solutio ita significatun x = /*«; qua 
postulata atque concessa^ hujusetiam aequationis cubicae ^ = 3«^-f*^ß' 
solutio generatim quidem habetur^ interdum tarnen imaginaria evadit, 
quando nempe a^]>ß% qui casus irroducibilis dicitur« Hoc tarnen 
impedire nequit, quominus alia concessa aequatione simplici^ hie etiam 
nodus solvi possit. Quod quidem, solutionem hujus aequationis: 

^ — 3aa;"— 3^ + a = 
postulandoy et ita signando: 

optime efiSci posse TidL Mox enim illius aequationis 

x^ = 3«dP + 2ß, 
posito f SS /*(a'-^ß^y haec habetur solutio t 

Posito enim eix=s^y^~ß et in aequationem datam substituto, habetur: 

seuy ex Talore ipsius o accepto: 

y»«3|y--3y + | = 0, 
indequo 

Hanc solutionem^ in casu irreducibili^ ut vides^ realem^ aequo simplicem 
itemque algebraicam, ao ipsam notissimam Tartagliae 

praedico. Functionis enim simplicitalem non nisi ex arbitrariorum pau- 
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citate aestimo; /a vero siinplicissima est aeque ao /'a, utut unico ab 
quanto pendens. De cetero /a utut aequationis algebraicae radix^ alge» 
braica habenda est functio^ cujus proprietatem hanc generalem (quod prae» 

f BS 

cipuumest) illi radicis cubicae^ /^(^y) = /^^•/y> aemulam detexi; 

Ci—ab "~ 1—Aa.Ay 

Consideratis enim tribus aequationibus elementariis 

^ — 3ax^ — 3x + a ^=: 0, unde x = ^a et assx.^ — 0-^1 

ys — 3Ay* — 3y+* = 0, unde y ss AB et i = y.j— ^, et 

3 r» 

^_3tfx* •— 3z + c s=: 0, unde zss Ac et cssx.t; — 5— ;. 

positoque *=^' k^J * tal>etur: 

_ 3—** _ a?+y 3(1— ary)' — (ac+y)« 
1^ <^ — ^'l— 3»* ~ 1— ary •(!—»>')» — 3 (a?-i-y)»» 

^ a?+r 3— a?«— y'— 8a?y-f-3a?'y* . 
l. e. « — 1— jcy'l— 3«* — 3y» — 8ary-;-«»y*' 
^ « + » _ a?(l--3y*)(3-a?*)+yf3— y')(l— 33c') 
''^ 1 — «6 — (l-3«»).ll— 3y»; — apy(3— x»)(3— y»>» 

«dh* -. (x+y)(3+33c'y*)— g« -y» — 9xy(x-f y) 
** *• 1 — a6 "" 1— «*y'— (*— *^K3«*+3y» + 9«y) ' 

.«. g-f» _ *+:>' (3+3x»y'-(a?'— xy+J-')— 9jgy 
•*" r:r^ " l=^*l4-xy+«'y* — (3x'+3y»+9«y)' 



ideoqu« aperte y-n:-^=cj unde / 5-^75 « ^c = r = 1:^7^46- 
Ex hoo theoremate varla fluunt corrolariai utr 

2) /— a aa — /a 



• • 



»; ^TITä — 1-/1. /a' 



• « 
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Ex aeqaatione elementari vero habetur 
iiO = o, vel ±/"3i ^oosssoo, Tel ±v^|i /ii = --1, Tel a±/'3. 

De cetero, posito a = -pr^f habetur » = Äf^^ ®* 

o — 3/ft> 

habetur ^a = ^-p^. 

Similiter poaito «. = —p—^—-^ « /«, erit ^« = g^p-J_, 



QuoQiam vero }uxta corollaria jam propositai inde ab initio 
itf^/*2 — 1 SS 0,414 effici polest; ideoque o»^ ^ 0,019, et iterando 
«^^ ss/o»^ ^ 0>0000Q2 etc.} semper operationibuff quam maxi me conver« 
gentibua habebitur /fin, indegue haec casus irredncibilis solutio: 

Resolutio. Capiatur ^ = v^(a' — 13*), et 

1) -^sssw, quando -j<[/'2 — I, et erit 

2) |^ = », quando /"Ä — l <-|-<^2+l^ et «rit 

y=TG*I+Tlf7;;~^) ""**"*« ^* ^*^ = — 1, Tel =2 ±^3. 

3) -^ = «, quando /*2 + 1<C y > et erit 

(Ä-ß) «'=^(s 







Er. 2ß*=Ä'} ex quo f = ß, etjuxta2) w=io, et y=:^(Jil — l), 
juxta 1) vero w==l, «, = tV, «„ = :j^:pV„ = 0,0017425613176, uade, 
vel neglecto »„, habetur' /issyVri «* y = — —0,7326, admisso vero 
•,, habetur /il = 0,2679491935 = 2 —/'S. 
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30. 

Beobachtungen über die Geschwindigkeit des Schalls 
in den Ebenen Süd- America «s, angestellt von 

Espinosa und Bauza. 

(Mitgetheilt vom Herrn Prof. OUmanns, zu Berlin.) 



Oeit der letzten Hälfte des yorigen Jahrhunderts fingen die seefahren« 
den Mächte an^ ihr rorziigliches Augennierk auf Erweiterung oder Ver* 
▼ollkommnung von Länder- und Völker- Kunde zu richten. Alle dazu 
benöthigten Hülfsmittel waren von den ersten Astronomen, Mathemati* 
kern und Künstlern Torbereilet. Ohne den Verdiensten älterer, würdiger 
Se^ahrer zu nahe zu treten, darf man aber annehmen, dals nur mit 
Bougainville's und James Cooks Erdumseegelungen der Sinn und die 
preiswürdige Absicht zweier Regierungen recht aufgefalst worden ist 
Ihre Beobachtungen, vorzüglich des letztern, liegen d«m Publikum mit 
aller Offenkundigkeit dargelegt vor Augen. Lapejrouse, Marchand^ 
Vancouver suchten die Lücken su ergänzen, welcho die Geographen, 
freilich gröfstentheils am Schreibetisch, aufgefunden haben wollten. La- 
peyrouse's Papiere sind theilweise im Sdhiffbruch rerloreto gegangen. 
Wenn man diesen Verlust hoch, und nicht sfsllen übertriebenermalsen^ be* 
trauert hat, so hatte man vielleicht noch gröCsere Ursachen zu wünschen^ 
die Resultate einer Expedition bekannt gemacht zu sehen, die unter die glän« 
zendsten geschätzt zu werden verdient, wefche die Geographie aufweisen 
kann. Ich meine die Reise des groben Don Alexandro Malaspina 
um die Welt^ dessen Papiere zwar nicht, wie JLapejrptrs^'s in den 
Wellen, sondern in den Archiven von Madirid vergraben waren« Aus- 
gerüstet mit den vortrefflichsten astronomischen und physikalischen Werk«» 
zeugen, und begleitet von den geschicktesten Seeofficieren, Physikern, so 
wie von andern Gelehrten, kehrte er nach Spanien mit einen! Schatze 
von Beobachtungen, Charten u. s. w. zurück, desgleichen vielleicht keine 
andere Nation aufweisen kann. Seine Reisebeschreibung ist nie ans Licht 
getreten. lAe nautischen Charten tragen nicht einmal seinen Namen« Der 
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spanische Revolutlons- Krieg gab ihm dleFreiheit, -»- die Franzosen be^* 
setzten die Hauptstadt. Espinosa y Tello^ sein Begleiter^ rettete die 
Schätze des hydrographischen Depots Tor Feindes Händen nach England, 
mit ihnen Malaspina's Reise - Nachrichten und astronomisch* physikali- 
sche Beobachtungen. — 

Es ist mir nicht unbekannt dafs E s p i n o s a Bruchstücke der denk* 
würdigen Reise herausgegeben hat, allein sie gründen sich auf Verglei« 
chungen mit unverbesserten Tafeln, sind also blos als vorläufige Re* 
sultate zu betrachten. Ja! gegen die Richtigkeit der Rechnung haben 
die Spanier selbst nicht neuerhebliche Zweifel geäufsert, auch sind die 
erwähnten Bruchstücke so wenig bekannt, oder ihre Kenntnis ist doch 
so wenig allgemein geworden, dais Herr von Zach, noch im Jahre 
1813 in seiner monathlichen Correspondenz eine kleine Notiz des un- 
glücklichen M a 1 a s p i n a über die Lage der Philippinen, als eine groISm 
Seltenheit, gleichsam als eine Reliquie, bekannt machte« Espinosa 
starb» Sein College und Gefahrte bei seiner Reise um die Welt, Oon 
Felipe Bauza wurde Erbe von Malaspina's Reise- Papieren, die er 
sorgfältig aufbewahrt und mit rühmlichen Eifer benutzt, um eben da- 
durch in England seinen Lebensunterhalt für die Zukunft ru sichern. 
Sehr überrascht wurde ich daher durch ein an Herrn Ton Humboldt 
gerichtetes Schreiben des etc. Bauza, worin er mir mehrere Beobach- 
tungen mittheilt, die alle zu Malaspina's Reise gehören. Unter dieser 
ersten Sendung (denn seitdem erhielt ich von ihm noch eine zweite un» 
schätzbare Masse) befinden sich zahlreiche, sowohl astronomische als auch 
physikalische Beobchtungen. Erstere habe ich bereits für die Geographie 
TOB Süd- Amerika, von Buenos* Ayres an, um das Kap Hoorn herum^ 
bis nach Acapulco berechnet. Ich theile hier blos die Resultate derBeob* 
achtungen über die Schall-Geschwindigkeit mit, welche zwei der 
geschicktesten spanischen Astronomen in den unermefslichen Ebenen Süd- 
Amerika's, zwischen San Yago de Chili und Buenos- Ayres, angestellt 
haben. Die Beobachtungs- Methode ist derjenigen ganz ähnlich, welche 
im Jahre 1820, in der Umgegend von Paris, von Humboldt, Gay- 
Lussac, Arago etc. angewendet, und in der Conn. des tems, 1825, 
näher angegeben worden ist 

Der Titel des Manuscripts ist übrigens: 
Observationes de la velocidad del sonido hechas en Santiago de chile 

por 
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por el teniente de navio Don Josef de Espinosa^^/ Alferez 
de Navio Don Felipe Bauza en 1794. 
Man ging dabei von dem sehr vernünftigen Gedanken aus^ zu 
untersuchen: 

ob das Gesetz 9 nach welchem der Schall sich fortpflanzt ^ für alle 
und ebendieselben Klimate und Zonen ein und dasselbe sei} 
wenn nicht: 

so können die fieobachtungs- Resultate nur von sehr beschränktem 
Nutzen sein, sowohl für geographische ab auch für nautische Beob- 
achtungen. 
In d i e s e r Absicht also stellten die rühm würdigen Spanier folgende 
Versuche an, welche in der Anlage jt ganz umständlich mitgetheilt 
werden» 

Es ist nicht zu leugnen, dafs man etwas mistrauisch gegen einige 
von den bis dahin bekannt gewordenen Resultaten sein mufste; denn jene 
seit etwa 100 Jahren angestellten Beobachtungen waren sehr unvollkom- 
men, die Standlinien aus welchen der vom Schall durchlaufene Raum 
hergeleitet werden sollte, grofitentheils sehr klein, und verhältnilsmäfsig 
noch kleiner die Zahl der Beobachtungen; die Uhren unvollkommen. 

Unter solchen Umständen beobachtete 
Gassini die Geschwindigkeit 1473 Fuls in der Secunde, 
Mersinno • • • • # • • 1380 » • . « «^ 
die Florentiner » • m . 118$ «...•• 
Huyghens . . . • «r • • 1172 - ^ . . . 
Fleamstead und Derham ♦ 1070 •-.;•• 
Co n dam ine, in Cayenne . 1100 . ^ - • - 
Condamine, in Quito • • . 1050 - - • - - 
La Caille, Maraldi und Cassini wiederholten diese Versuche, und 
bei verschiedenen Temperaturen fanden sie die Schall- Geschwindigkeit 
1038 bis 1048 Fufs in der Secunde. Sie war auf eine Linie von etwa 
88000 Fufs gegründet. 

Zwanzig Jahre später stellten Kästner, Huyghens, Lichten- 
berg, Mayer und Müller ähnliche Versuche an, und fanden die Ge- 
schwindigkeit 1037 Fufs, — leider gegründet auf eine nur kleine Basis. 
Professor Benzenberg dagegen machte den 3ten Decbr« 1809, bei 
einer Grundlinie von 38000 pariser Fufs, Schall- Beobachtungen^ welche 
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ihm» beim Gefrierpunct^ 1028,4 Fufs für die Secunde gaben. Bald da- 
raufy im Junius 1811^ will er sie 1027,1 Fuls gefunden haben» während 
der Trigonometer Windgassen 1026^8 Fufs dafür fand. Dab übrigens 
diese Geschwindigkeit sich nach dem Einflüsse der Wärme und Kalte 
richtet, war schon aus den Beobachtungen des Italieners Bianconi (auf 
der Festung Urbano) bekannt 

Der unsterbliche Jsaao Newton hatte diese Geschwindigkeit für 
die Zeit-Seounde auf etwa ^ßl Fuls nach der Theorie berechneL 

Eine Abweichung Ton dritthalb hundert Fufs von der Erfahrung 
war denn doch zu grofs, und für See« und Erdkunde zu wichtige als 
daA sie nicht naher hätte geprüft und erwogen werden sollem 

Bereits vor 30 bis 40 Jahren rersuchten es schon die Spanier solche 
Zweifel 2u heben* 

Espinosa und Bauza neqilich mausen in der Ebene von Maypo, 
im Königreiche Chili, eine Standlinie von 2900 pariser Fuls auf einem 
gans ebenen Boden. Durch Horizontal •* Winkel bestimmten sie die Lage 
der in Figur 3* angedeuteten Puncte» Auch standen ihnen swei schone 
Längen* Uhren 2u Gebote» um den Zeit -Unterschied «wischen Pul^er- 
blitz und Schall zu beobachten« 

Die oben erwähnte Grundlinie wurde zweimal gemessen und dabei 
ein Unterschied Ton nur 6 Zoll gefunden } die Winkel wurden mit einem 
Theodoliten yon Ramsden beobachtet. Die Figur 3. zeig^ die Yortheil^ 
hafte Stellung der gemessenen Basis » und erweckt zugleich Vertrauen 
zu der Richtigkeit der darauf begründeten Entfernungen der Puncte 
C, DyEyF^G Ton der Grundlinie an B, Es irgab sichi CB USIkX^ MB 
43365, GB 95b7, FB 29558 und DB 50316 Fuls. 

Nachdem man also von der yoUkommenen Genauigkeit dieser Lan» 
gm sich versichert halten durfte, wurde (wie bei den neuesten Beobach- 
ttmgen der französischen Academiker) an dem einen Ende eine Spfiin- 
dige Kanone in B aufgestellt und losgebrannt. 

Sämmtliche Beobachtungen (bemerken die Sp^anier) Terdi^en das 
grolste Vertrauen- Die einzelnen Zeit - Unterschiede weichen nicht über 
i Secunde Ton einander ab. Und dieser Unterschied wird noch durch 
die Anzahl der Beobachtungen sehr vermindert Man bemerkt ferner^ 
und mit Recht , dais bei der yierten Beobaehtungs - Statten die Richtung 
des Windes einigen Einfluls auf die Schall- Geschwindigkeit habeäufilem 
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köoneDi etwa ron einer Iiolhen Toise auf die Secunile. Bei den übrigen 
Beobachtungen aber war entwiBder gar keine Linft- Bewegung ^ oder sie 
war doch stets sehr schwach und ToIIkommen transversal. Der Wind 
vermehrt allerdings die Geschwindigkeit des Schalls, vermindert sie» wenn 
er ihr entgegen geht} senkrecht wirkend mag er keinen bedeutenden 
Einflttfs haben. Denn: 

Nach Bensenberg*s Beobachtungen soll, bei schwachem Winde^ 
die Geschwindigkeit des Schalls um 5 Füls vermehrt and vermindert 
worden sein. Bei ttidern Versuchen , wo er stofsweise bei starkem Ost* 
Westwinde kam^ seigte sich doch mir eine mittlere Geschwind igkeits- 
Aenderung von 7 FuIs. 

Die Beobachtungen in Cana^ geben 190^929 

in Peral • 19^,5, 
in Macul • 189^5, 
^ . • im Puncto C - 189*, 6, 

im Mittel 190',7 = 1144,2 Fufs 
für die Geschwindigkeit des Schalls in ChilL Don Jorge Juan hatte 
sie» für Quito, nur 175^0=1050 Fufs gefunden« 

Die vorerwähnten Gelehrten beobachteten diese Geschwindigkeit 
(im Jnnius 1822) bei + 10o,Ö (Centigrad) Temperatur, 173,01 toises = 
337,2 mötres, womit die neuesten Beobachtungen der Herren Moll und 
van Beek Calkoen, Gregory, Heatstone und Goldingham ge» 
neu genug übereinstimmen. 

Laplace findet sie bis anf 3"", 174^ mit seiner Theorie überein- 
suminend (C. d. t. 1825 p. 372.)- 

Es ist jedoch su hemerkcm, dab die amertcaniecheo Beobachtungen 
bei einer Höhe der Temperatur von 

16^ 

Z^ ) im Durchschnitt also hei 19» R. = 23^7 Ctg. 

20» 
18» 
angestellt wurden» 

Der Unterschied in Vergleich mit ohigen beträgt 13%7 Ctg. 

40* 
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Nach Arago's Bemerkung bringt eine Aenderung ron l^desTher- 
mometerstandes eine von 0'>321 herror. Reduciren wir also Espinasa'B 
Beobachtungen auf + 10oCtg-, so erhalten wir 190^7 ~ (13,7 X 0*, 321) 
= 185',3 = 1111,8 Fufs. 

Der Unterschied ist noch immer 12' für die Secunde. 

Diese Schallbeobachtungen der Spanier waren keine blofs wissen- 
schaftliche Speculationen: sie bezweckten vielmehr die VervoUkomm* 
nung der Geopraphie und Nautik» Denn schon der Seecapitain Don 
Jorge Juan hatte auf den grofsen Nutzen aufmerksam gemacht ^ wel- 
chen dergleichen Beobachtungen vorzugsweise auf dem Meere darbieten 
können. Nemlich nach dem Blitz und Schall einer Musquete läfst sich 
die Entfernung der Schiffe von einander bestimmen. Und der geschickte 
spanische SeeofGcier Don Dionisio Alcala Galiano hat sie mit 
glücklichem Erfolge angewendet (im mittelländischen Meere )y um grofse 
Standlinien zu messen^ und die Lage der Küstenpuncte darauf zu gründen. 

Neuerdings hat Prof. Benz^nberg ähnliche Versuche auf dem 
Festlande angestellt, um Entfernungen durch den Schall zu bestimmen. 
Er fand auf 28>000 Fufs einen Unterschied von 37 FuCsen^ oder j}x ^^^ 
Ganzen. 

Em anderes Mal fand der Trigonometer Windgassen auf dieselbe 
Distanz Düsseldorf und Ratingen t^Vt» oder auf 4 Fufs mit der trigono- 
metrischen Messung zusammenstimmend. 

Benzenberg glaubte übrigens, dafs 10 Schall. Beobachtungen eine 
Entfernung bis auf t^V? genau angeben können^ wenn nemlich die Lnft 
ruhig und der Schall deutlich zu hören ist Nur müsse (bemerkt er) 
die wahre Temperatur der Luft genau bekannt sein. Denn ein Grad 
Fehler in der Warme ändert die Entfernung um :9^« Aber von die« 
s er Seite haben wir nichts zu befürchten ^ denn die umsichtigen Spanier 
bemerken 9 dafs der Thermometerstand und Gang sehr regelmälsig und 
plötzlichen Aenderungen nicht unterworfen gewesen sei^ und da zweitens 
die Beobachtung in den unermelslichen Steppen (LIanos) angestellt wur- 
den, welche von gleicher physischer Bildung, und so eben wie das Welt- 
meer sind| so ist auch, meines Bedünkens, vom Einflüsse einer Wärme- 
Verschiedenheit an den Stationen nichts zu besorgen» 



OUmanns, über die Gescliwindiskeü des Schalls in den Ebenen Süd- jimeriGo^s. 313 



Beilage ^. 

£1 13 de Enero al anochecer. Experiencia primera olsenrada desde 
la Chacara de Canas (E) ä 7^ 50' de la tarde cohete en^ el conrentillo, 
SQiial de preparacion contestado desde Cannas ä 7^52^ 



Tiros en ei con- 
Tentillo 



Seviö la Luz 
desde CaSas 



Se oj6 el 
estallido 



8*. O'.O" 
SMO'.O'' 
8\20'.0'' 



8\ O'.O" 
8\20'.0'' 



8\ 0'.38'' 
8\ W. 38" 
8^ 20^ 38'' 



Viento S. 0. muy floxo^ casi 

calma« la atmosph« cargada 

Bar. 25 p. 9 li. Term. 18^ 0. 



Dit 14. de madnigada en el proprio parage J 3\ 50' de la madre 
gada cohete de preparacion en el conventillo} 
contestado desde Canas i 3\ 52' 



Tiros en el Con- 
rentillo 



Se Ti6 la Lnz 
desde Caiias 



m 



Se oj6 el 

estallido 



4\ O'.O" 
4\ 10'. 0" 
i\ 20'. 0" 



4\ O'.O" 
4M0'.0" 
4\20'.0" 



4\0'.38" 
4\0'.38" 
4\ 0'. 38" 



en Calma^ alguna calima 
Bar* 25 p. 9 L. Term. 16% 0. 



Desde Catias demora el canon situado en el ConTontillo N. 69^.0 
del mundo» 

Dia 14 Eubo al anochecer: Experiencia segunda observada desde la 
Chacara del Feral (D) 



Tiros en el Con- 
yenli'Ilo 


Se yi6 la T<uz 
desde el Feral 


Se oy6 «slallido 


7*. 30'. 0" 


7\ 30'. 0" 


7\30'.43" ' 


7\40'.0" 


7\40'.0" 


7*. 30'. 43" 


7\ 50'. 0" 


7\ 50'. 0" 


7\ 30'. 43" 


«*. O'.O" 


8*. O'.O" 


7*30'. 43 J" 


SMO'.O" 


8*. 10'. 0" 


No se oy6 


8\ 20'. 0" 

1 


8\ 20'. 0" 


7\30'.43" 



Viento S. 0. fresquito en el 
Conventillo en el Peral algn- 
nas hocanadas de N« 
Barom. 25 p. 9 L. Term. 23%0. 
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Dia 15 de madmgada en el proprio Sitio 



Tiros en el Con- 


Se 'viÖ la Lnz 


Se oyö.el 


yentiUo 


desde el Feral 


estallido 


4*. O'.O" 


4\ O'.O" 


4\0'.43J" 


4\ 10'. 0" 


4*. lO'. 0" 


4*. 0'. 43" 


4\20'. 0" 


4\ 20'. 0" 


4*0'. 43i" 


4^30'.0" 


4*. 30'. 0" 


4\0'.43;" 


4\40'. 0" 


4\ 40'. 0" 


4\0'.45i" 



la calma, algana calima 
Barom. 25, 90. Term. 2CP, 0, 



Desde el Peral demora el Canon del Conventillo N. 44* . 0. 

Dia Iß del mismo al anochecer, experiencia tercera obserrada deade 
la chacara de Macul (F): ä las 7^50^ de la tarde cohete, seiial de pre- 
parcion en el conTentillo, contestado desde Macul ä 7^.52^. 



Tiros en el Con- 


Se vio la Luz 


Se oyu el 


venlillo 


äesde Maml 


estallido 


8*. O'.O" 


8*. 0'. 0" 


8*.0'.26" 


8\ 10'. 0" 


8\ 10'. 0" 


8\0'.26" 1 


8*.20'.0" 


8\ 20'. 0" 


g\ 0'. 26" 


8*. 30'. 0" 


«\30'.0" 


8*.0'.26" 


8\40'. 0" 


8\ 40'. 0^' 


8\0'.26" , 



Viento N. £• floxo in Macul 
j S. 0. fresquito en el Con- 
ventillo. 
Barom. 25 p. 9Le Term. 20*, 0. 



Desde Macul demora el conventillo al N. 72^.0 del mundo. 

Die 17 del misma ai anochecer experiencia quarta observada desd» 
el punto C del llano a las 7\20^ de U tarde cohete de preparacion con« 
testado a 7\22'» 



Tiro» ta el Con- 


Se Tiö la Luz 


Se ot6 el 

• 


Tentillo 


dMde el punto C. 


Estallido 


7\30'.0" 


7\30'.0" 


7\30'. 13" 


7\ 35'. 0" 


7\35'.0" 


7». 30'. 12" 


7\40'.0" 


7\40'.0" 


7\ 30'. 12" 


7\ 45', 0" 


7\45'.0" 


7\30'.12" 


7\50'.0" 


7\ 50'. 0" 


7\30'. 12" 



Viento S. 0. fresquito 
Tiempo dar« 
Barom. 25 p. 9 L. Terra. 180^0. 



Desde el punto C. demora el Conventillo N. 20^ . del mundo. 



Oltmanns^ über die Gesehwindielfeit des SchalU in den Ebenen Süd-Amnerica^e. 315 



Beilage B. 

Folgende Beobachtungen stehen hier, dünkt mich^ gerade auf dem 
fechten Platcet 

a. Thermometer -Stand. 

ZuS. Yago erreichte das Thermometer, während Espin osa's Auf- 
enthalt daselbst, nur selten 24^ Reaumur. Gewöhnlich seigte es bei Son* 
nen*Aufgang 16'' bis 18^ R., um 10 Uhr 20% um Mittag 22% Abends 
imd Nachts 20% 18% 16% um Mitternacht 14% 

6« Barometer • Stand, 

Der Zustand der Athmosphäre ist in dieser Gegend (San Yago) so 
gleichförmig, dals die Barometer* Aenderungen nur bis auf etwa f 'einer 
Linie gehem Der mittlA*e Stand TomDecember- bis zum März -Monat 
25 ZoU 9 Linien. 

Während dieser Zeit hatte man nur 4 Tage, an welchen derHim* 
mel bewölkt war und kein Tropfen Regen fiel. 

Eine Vergleichung di^es Barometer- Standes mif dem am Meeres- 
spiegel beobachteten, giebt nach der Bougu ersehen Formel, die Hölie 
Yon & Yago über der See 821 varas Castellanas« 

c. jibweichung' der Magnetnadeh 
Beobachtungen, welche mit einem Theodoliten angestellt wurden, ga- 
ben die Abweichung 14^28^ nordöstlich, im Mittel aus mehreren Azi« 
muth - Vergleichungen* 

Espinosa und Bauza beobachteten: 



Orts -Name 


Barometer* 
Stand 


Thermome- 
ter-Stand 


Hohe fiber 
der See 


V« Valparaiso * • * 


ZoU 

30,00 


62^ 


QtOttM 


San Yago de Chile« 


27,39 


IV 


409',7 


Casa de las Calaveras 


20,64 


61^ 


1658',1 


Casa de la Cumbre 


19,03 


45* 


«98r,4 


Casa de las Cueyas 


20,16 


54^ 


1747*,2 


Casa de Puquios. • 


21,45 


57« 


148r,7 


Mendoza • • • • 


26,91 


68^ 


699',7 
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Auf dieser wirklich wissenschaftlicbeu Reise wurden auch noch 
folgende geographische Orts-Bestimmungen gemacht 



Käme der Orte 


SUdlidift Brtlte 


Länge westlich 
Ton Cadiz 


Abweidrang der 
Magnetnadel 


San Yago de Chili . 


33°.26| 


64». 34' 


14»! nordöstlich 


Los Andes • • • ^ 


32°. 494 






Casa de las Puquios , 


32°. 57 


• « t • • 


15i - . 


Uspallata 


32°. 35 
32',52f 




14» - - 


Mendoza «•«••« 


32°. 53 
32°. 51 


62°. 46 




Desaguadero« « # # 
San Luis . « • • 


32°. 27 

33°.16| 

33°.18J 


« r • • # 

59°. 27' 


14° - - 


Funta del rio Tercero 


32». 29 






Zanyon . • • • • 


32°. 41 


55». 27 




Esquina de Lahaton 


32°. 56^ 
32». 57 1 




14° - - 


Los Vesmochados 


33».10{ 




14° - - 


Pontezuelas . « t « 


33».53J 
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31- 

lieber die Integration der partiellen DifferentiaJ^ 

gleichungen erster (3rdnung. 

(Von Herrn Trof, C. G. /. Jacobi tu Kooig.^berg in rreufsen.) 



1. 

JLlie Entstehung und Ausbildung der Theorie der partiellen Differential* 
gleichungen bildet einen der i?vichtig8ten Momente in der Geschichte der 
Mathematik des 18ten Jahrhunderts* Euler hatte diesen so fruchtbaren 
Zweig der Analjsis ans Licht gerufen , und in einer grofsen Zahl von 
Beispielen durch besondre^ dem jedesmaligen Falle angepafste Kunstgriffe 
die Integration bewerkstelligt. Lagrange gab hierauf die ersten allge- 
meinen Vorschriften^ die linearen partiellen Differentialgleichungen der 
ersten Ordnung zwischen jeder Anzahl Variabeln^ und insbesondere jede 
auch nicht lineare zwischen 3 Variabein auf ein System gewöhnlicher 
Differentialgleichungen zuriickzufiihren. Die von Lagrange zu letz- 
lerem Zwecke angewandte Methode schien keiner Ausdehnung auf jede 
Anzahl Variabein fähig zu sein, da die Analysten^ die dieses versuchten, 
die ihnen aufstofsenden Schwierigkeiten nicht überwinden konnten. Pf äff 
betrachtete daher den Gegenstand aus einem Ton allen bisherigen gänz- 
lich verschiedenen Gesichtspuncte. Er sah nemlich das ganze Problem 
der Integration der partiellen Differentialgleichungen erster Ordnung als 
speciellen Fall des weit umfassenderen an> jede gewohnliche lineare Diffe- 
rentialgleichung zwischen 2n Variabein durch ein System von n Glei- 
chungen zu integriren; und indem er dieses Problem vollständig löste^ 
hat er zugleich die Theorie der partiellen Differentialgleichungen erster 
Ordnung vollendet. 

Ich werde im Folgenden diesen Gegenstand w ieder aufnehmen, und 
ihn einer, wie ich glaube, neuen Behandlung unterwerfen, welche sich 
vielleicht durch ihre Leichtigkeit den Analysten empfiehlt. Durch sie 
werden die Schwierigkeiten, welche der Ausdehnung der Lagrange- 
schen Methode auf jede Anzahl Variabein entgegen standen, so weit die 

CrelU*! Joarnal. II. Bd. 4. ütU 41 
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Natur dieser Methode es möglich macht, gehoben werden, und man wird 
so auf dem entgegengiesetzten Wege zu denselben Resultaten gelangen, 
welche Pf äff gefunden hat — 

2. 

Ich beginne mit einigen Betrachtungen über die Integration eines 
Systems von n gewöhnlichen Differentialgleichungen erster Ordnung zwi- 
schen 72 + 1 Variabein. 

Es seien die /i+l Variabein x^ x^^ x", .••.,:r^"\ Es sollen n der- 
selben, z. B., x\ x"y . . . • , a;^"^ als Functionen der übrigen durch ein Sy- 
stem TOn n Differentialgleichungen bestimmt werden, in welchen nur die 
ersten Differentiale von x'^ x*\ • • • « ^ :r^"^, in Beziehung auf x genom- 
men, vorkommen. Diese n Gleichungen lassen sich immer unter die 
Form bringen: 

welche man auch als Proportion darstellen kann: 

öo: : hx' : Qx'' :. . . • : dx^'^^ = X : X': X'' :...: jf« 
wo X, X^y -ST", ...., -X^**^ Functionen von x, j;', x",.*. ., o;^"^ sind, und 
wo es gleichgültig ist^ welche der /2 -f- i Variabein man als unabhängig 
betrachtet. 

Es ist seit langer Zeit bekannt, wie man aus diesen Gleichungen 
n — 1 Variabein, z. B. x'\ ar'", . . . • , o:^"^ eliminiren . kann. Differentiirt 

dx^ X/ 
man nemlich die Gleichung -s^ — z=i—j(n — l)Mal hintereinander nachx, 

und setzt jedesmal für die vorkommenden Differentiale 5^, -^ — » ••••» -^^ 

€/ «r Cf X C7*r 



ihre Werthe in x, x% x^%....,x^% so erhalt man 5—, 5— s^* 5— rf-*»-5— ;: 

gegebnen Functionen dieser Variabein gleich. Aus den so entstehenden 
n Gleichungen kann man dann die n — 1 Variabein vc'\ x'", . . . . , x^"^ 
eliminiren, und erhält so eine Gleichung von der Form: 

Es hat aber bekanntlich jede solche Differentialgleichung der izten 
Ordnung n verschiedene Integralgleichungen der {n — l)ten Ordnung, von 
denen jede eine willkürliche Constante enthält. Es seien diesem 
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f(x x^ ^ ^ ^P:^) — C 

wo C^, C^j.^. .yCj^ die willkürlichen Constanten bedeuten. Substituirt 
man hierin für g — _y g-^^»*««*> g >,-i ihre Werthe in «r, ;r', a?", . • • • > -^^"^ 

80 hat man das verlangte System vqn n endlichen Gleichungen mit n 
willkürlichen Constanten^ welches die, Gleichungen ^ 

dx: öx'i ax": • . • • : öx^-) = X: X': X":. . . . : X^") 
integrirt. 

3. 

In welcher Form auch die n Integralgleichungen mit n willkür- 
lichen Constanten gefunden werden^ so wird man sie immer durch Auf- 
lösung nach den n willkürlichen Constanten in diese Form bringen können : 

WO F^y F^y • • • .y F^ die willkürlichen Constanten nicht enthalten. 
In djieser Form haben^ die Integralgleichungen die merkwürdige Eigen- 
schaft , daCsy wenn man sie differentiirt, unmittelbar auch die willkür- 
lichen Constanten verschwinden , so dafs die Differentialgleichungen 

= «'i = (ll)«' + (5#)«''+^')«-"+-- + (^^)«-'-. 



ohne Dazwischenkunft der Integralgleichungen 

mit den gegebenen Gleichungen 

dxidx'idx"i....iBx^^^ = X:X*iX"i.....X^'^ 
übereinkommen werden^ denn durch solche Dazwischenkunft würden die 
willkürlichen Constanten wieder eingeführt werden. Hieraus folgt aber 

das Stattfinden folgender identischen Gleichungen: 

41* 
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Die Integration der Differentialgleichungen: 

kommt also mit der Lösung der Aufgabe überein: n verschiedene Func- 
tionen 2U finden, von denen jede F der Gleichung 

identisch Genüge leiste. 

Wenn die Functionen F,, F., ...., F„, jede fiir F gesetzt, diese 
Bedingung erfüllen, so ist dies auch der Fall mit jeder wieder aus die- 
sen «usammengesetzten Function, Denn es Sei solche jGr(F^, F,» ..•.,FJ» 
so wird man, wenn man die Gleichungen L respectire mit 

(1^)' (dT")' ^ (-2f]pr-)multiplicirt, und hierauf addirt, die Gleichung 

erhalten, so daCi auch /Z für F gesetzt werden kann. 

4. 
Nach diesen vorausgeschickten Betrachtungen ergiebt sich die In- 
tegration der linearen partiellen Differentialgleichungen erster Ordnung 
Ton selbst. Es sei nemlich x als Function von x', x'\ . • . ., x^"^ zu 
finden, vermittelst der Gleichung: 

Es werde die zwischen den n -f- 1 Variabein su suchende Relation aas- 
gedrückt durch ZTssOy so hat man; 

(äf)(^)+(^) * ®' 
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wodurch die gegebene Gleichung aich verwandelt in: 

«- (E^^ + Q^' + (l5)^"H--+(^)^'-'. 

welcher Cleiobungt wie wir gesehen haben ^ Genüge geschieht i wenn 
man für // irgend eine Function von F^^ F^^ • • « »^ F^ B^itU 

Ist also eine lineare partielle Differentialgleichung erster Ordnung: 

gegeben^ so integrire man die Gleichungen: 

Ist das System der n endlichen Integralgleichungen derselben 

F,^C,, F, = C,, ...., F^^C^, 
wo C^r C^f ••••> Cn die willkürlichen Constanten bedeuten^ F^y F., . . • 
• • •, F^ aber diese nicht enthalten, und nennt man 11 irgend eine Func- 
tion von F,, Fa, . . • ., F„, so wird JI=5 das gesuchte Integral der 
gegebenen partiellen Differentialgleichung. 

5. 
Wenn der Gleichung 

^ = Qi)^' + (f5-) ^" + • • • • + G^)^'"' 

durch irgend eine Gleichung oder Relation zwischen den /i Functionen 
^19 F^y • • • .y F^ Geniige geschieht: so kann man sagen, dafs die Glei- 
chungen 

ax: Sx'idx''i ....: d:if"> z=z X.X'i X'': ....: X^") 

durch irgend n Relationen zwischen jenen Functionen integrirt werden« 
Denn aus n Relationen 2wischen n Grölsen werden diese Constanttn 
gleich, und die Willkürlichkeit der Relationen reducirt sich auf eine 
blofse Willkürlichkeit der Constanten. Es zeigt sich nur hier eine Lücke. 
Man kann nemlich nach demjenigen System Differentialgleichungen fra^ 
gen» welches durch irgend 2, 3, oder überhaupt m Relationen zwischen 
^t^ ^ft> • • • •> F„ integrirt wird, wo m iwischen 1 und n liegt. Diese 
Lücke wird ausgefüllt durch folgendes allgemeine Theorem, welches wa 
gleicher Zeit auch die beiden bisher behandelten extremen Fällen wo 
m^szi und m sszn ist, umfalst. 

Theorem. ,,£s seien F,, F^, ... .» F. solche Functionen 4er 
Variabein x, x^, • . • ., x^"^, welche, für F gesetzt, die Gleichung 
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identisch erfüllen, oder welche , willkürlichen Constanten gleich gesetzt, 
die Gleichungen 

integriren, so wird das System der nt Gleichungen: 

WO X, x', • . • •, x^'"""*> als Functionen von x^*"^, x^"^*>, . • . ., x^"^ be- 
trachtet werden, integrirt durch die m Gleichungen: 

7/, = 0, n^=zO, ...., /Z«=0, 
wo' iJ,, n^f ••••, 1/^ willkürliche Functionen vonjPx» -P«> ••••» ^» sind*" 

Das Characteristische dieses Systems Differentialgleichungen be- 
steht darin, dafs in jeder Gleichung nur die partiellen Differentialen ei- 
ner Variabein vorkommen, und dafs in allen Gleichungen die CoefB- 
cienten der nach derselben Variabein genommenen Differentiale diesel- 
ben sind« 

6. 

Um den Beweis dieses Theorems in aller Allgemeinheit zu geben, 
wollen wir zuerst die Werthe der partiellen Differentiale von x, x^, 
xf\ .•. •, x^""*^ nach x'"^, x^'"+'^, •..., x^"^ genommen, aus den Gleichun- 
gen JT^ =^ Oy 12g s= 0, •*.••, n^z=zO ableiten. Um die partiellen Diffe- 
rentiale von X zu finden, bestimme man m Grölsen ji^ Bj C^ .. . *y 31 
dergestalt, dafs sie den m — i Gleichungen 

Genüge leisten, wodurch man, wenn man der Kürze wegen 
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setzt^ die Gleichungen 

erhält, und ganz auf ähnliche Art finden sich die partiellen Differentiale 
von x% x'', . . • ., x'"'-^^ Nun hat man aber, weil ^',, //«,... ., /!,» 
Functionen voni^», F^y ...., i^^sind, aus (3.) die identischen Gleichungen: 

{^) ^+ m) ^'+m) ^'+ • • • • + (1^0 ^■' = 0, 

(^) ^+ CB ^+ (S^) ^'+ • • • • + (|§) ^■' = «■ 

Multiplicirt man diese respective mit ^^ By Cy •• •«, il/, und addirt, 
so erhält man: 



woraus sich, dem eben Gefundenen zufolge, ergiebt: 

welches die erste Gleichung des Theorems is» Auf dieselbe Art erwei- 
sen sich auch die übrigen Gleichungen de'sselben. 






Wir wenden uns jetzt zu den partiellen Differentialgleichungen er- 
ster Ordnung überhaupt, da wir bisjetzt nur die linearen betrachtet ha- 
ben. Lagrange führt für 3 Variabein jede solche Gleichung auf eine 
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lineare partielle Differentialgleicliung zwischcu 4 Variabein zurück» Die 
Bestimmung der, bei Integration derselben vorkommenden willkürlichen 
Funclionen ist, wie er zeigt, TÖn der Integration einer gewöhnlichen li* 
neären Differentialgleichung erster Ordnung zwischen 3 Variabein durch 
das System zweier Gleichungen abhängig. Diese ist immer möglich, 
und erfordert, indem man eine der Variabein, was erlaubt ist, constant 
setzt, nur die Integration einer linearen Differentialgleichung erster Ord- 
nung zwischen 2 Variabein« 

Wir werden im Folgenden sehen, wie aus einer gegebenen partiel- 
len Differentialgleichung erster Ordnung zwischen /2 -f- 1 Variabein, im- 
mer ein solches System von linearen partiellen Differentialgleichungen 
abgeleitet werden kann, das sich durch das oben aufgestellte Theorem 
integriren lälst« Die Bestimmung der willkürlichen Functionen erfordert 
dann weiter die Integration einer gewöhnlichen linearen Differentialglei- 
chung erster Ordnung zwischen 2n — i Variabein durch das System TOn 
n Gleichungen, oder zwischen 2n — 2 Variabein durch das System von 
/} — 1 Gleichungen, indem man eine der Variabein, was erlaubt ist, con- 
stant setzt. Wie nun aber diese letztere immer und allgemein geleistet 
werden kann^ ist erst durch die berühmte Pf äff sehe Arbeit den Analy- 
sten kund geworden. Wenn gleich also im Allgemeinen das Problem 
immer nur durch diese schliefslich gelöset werden kann, so schien es 
uns doch der Mühe werth, die Lagrangesche Methode so weit zu ?er- 
folgen, wie sie zu führen im Stande ist« — 

8. 
Es sei X eine Function von x'y x", . • . . , x^"^, und man setze die par- 
tiellen Differentialen von x: (|p) = /, {^) = p'\ ••••, (^T^>) = /^^"^ 
wo, wennsc und h irgend zwei Zahlen aus der Reihe 1, 2, 3, • . . ., iz b^ 

deuten» bekanntlich immer \^t7t) = (j^oo) ^^^* ^^ ^®* ^^^ ^^® Gleichuog 

= (p (x, x', x", . . . . , X», ;?', p'^, . . . ., />^")) 
zu integriren. Differentiirt man diese Gleichung in Beziehung auf x^, 
und setzt 

SO erhält man: 
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Eben so erhält majn^ wenn man die gegebene Gleichung in Beziehung 

.«f X" diff.™n.i,r» und (5^,) = ,", (0,) = (^, (|Q = (^4) «• 
s« w. setzt! 

Aehnliche Gleichungen erhält man in Bezug auf x''', x*% .•.,, xH Be- 
merkt man nun noch die identische Gleichung: 

so erhält man, wenn man der Kürze wegen 

'■'(l?;)+''"(^H--+'""'(5^) = ' 

setzt, in Allem folgende n'\-i Gleichungen : 

/" Vd^y ~ te-v — vs^y • Vd^J + Vöp'V to"/ +•-+ \dp)) \5^>r 

Diese /z-j-l partiellen Differentialgleichungen haben die Eigenschaft^ dafs 
in jeder nur die partiellen Differentiale einer Variablen vorkommen^ 
in allen aber die Coefficienten der nach derselben Variablen genoname* 
nen Differentiale dieselben' sind« Sie gehören also zu denen ^ welche das 
oben aufgestellte Theorem integriren lehrt. 2iu diesem Ende hat man 
das System folgender 2n gewöhnlichen DifiWentialgleiohungen aufzustellen: 

...,P^^'=_^.>gl)-(^,). 

Grelle*« JournaL IL Bd. 4. Hfl. 42 
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Aus diesen Gleichungen folgt: 

woraus man sieht^ dafs die gegebene Gleichung iß = eine der 2 n Glei- 
chungen ist, welche diese Differentialgleichungen integriren. Es seien 
die 2n — 1 anderen r 

WO C^y Qt C^y .,..y C^^^ die willkürlichen Constanten sind, <p^y (p^y . • • 
• • »f 4^811-1 fther diese nicht enthalten. Bedeuten nun H^y Jl^y ^ . . .^ 11^ 
Functionen Ton <p^y 0^, • « • ., ^«i^t» so gieht das System der ii-)-l par- 
tiellen Differentialgleichungen II. integrirf, Gleichungen von der Form: 

<P =0, 27^=0, n^tSZOy.. . .y JI^szO. 

9. 

Das System der i3-)-I partiellen Differentialgleichungen IL wurde 
aus der gegebenen <p=0 abgeleitet, yermittelst der Eigenschaft derGrö- 
Isen p^y p"y . . . .y p^''\ dals sie die partiellen Differentiale von x sind. 
Es läfst sich aber aus diesem Systeme partieller Differentialgleichungen 

nicht rückwärts folgern, dals p'^f^y /'''=(^/)^ ••• m /'^"'=(a^)- 

Geschieht nun jenem Systeme Genüge durch die Gleichung ipssO und 
durch irgend vi Gleichungen zwischen den Grölsen 9^ ^a» • • • •» 9m^\9 
so kommt es jeszt darauf an, diese Gleichungen so su bestimmen, dals 
immer auch rückwärts die Gleichungen 

folgen, welche Gleichungen man in die eine Gleichnng. 

Bx = p'd7/ + p"Bx" +.,..+ /|i») öx^»> 
susammenfassen kann. 

. 10. 

Da die Aufgabe durch n Gleichungen -zwischen den Grols^n <p^ , 
<P^y ... .y (Pt^i gelöst wird, so lafst sich a priori schliefsen, so wie La- 
grange für den Fall Ton drei Variabein thut, dals die Gleichung 

dx ^p'dx' + p''d7i'' + +;>c»)öx<«> 

sich in eine andere müsse verwandeln lassen, welche blols die GrCCieii 
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9iy ^%f • • • *9 ^fln-ft enthält. Wir wollen dieses aber noch a posteriori 
beweisen» 

Zu diesem Ende betrachte man Hn Ton den a^i-f"^ Variabein x, %\ 
«'', . • • ., x^"^, f\ f'% . * * ., /"^ z. B. alle auC^er x als Functionen 
der übrigen x und der Grölsen (p^, <P«> « « « «f ^a^i^i« Unter dieser Voi*^ 
aussetjsung yerwandelt eich die Gleichung 

ö:p Äi /i'^x' + /J'^^x" + -••. + ^wax« 
in folgende: 



welche wir der Kürze halber mit 

bezeichnen wollen« 

Die partiellen Differentiale nach x können leicht durch die Betracht 
tung gefunden werden^ dafs man^ um sie z\t erhalten^ (ß^^ (p« •« •« <Pt».j 
constant zu setzen hat; indem man,' wenn man die blofs nach einer Va- 
riabein genonunenen partiellen Differentiale sucht , inzwischen die übri- 
gen als Constanten betrachtet« Für diesen Fall gelten aber die Differen- 
tialgleichungen in (8.)- 



Man hat daher 

42* 
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Hieraus folgt: 

,Y=,'(|D+/'(||.') + .... + ,«(^) = ,. 
Es reducirt sich also die Gleichung 

blofs auf 



11. 

Ich will mm zeigen^ dafs in den Ausdrücken .P^, P^^ •• • •> Pfn^ty ^ 
nur in einem^ allen gemeinschaftlichen Factor vorkommen kann. Diffe- 
rentiirt man nemlich 

nach X, so erhält man ("^-^) = 

_l(^).(p^+&-).<^^+....+fy^.(§^)\. 

^'-)=0, da X=zl, Substituirt maa in 

die beiden anderen die in (10) für die nach x genommenen partiellen dif- 

(^ p \ 

(+ V3yr Vä"^/ + •• •• + V^ 

indem der in Klammern eingeschlossene Ausdruck, als genaues Differen- 
tiale, von (p nach (Po wegen (^ = 0, ebenfalls verschwindet. 

So wie ^-^^j = — \^)"^> *^ findet man allgemein 
woraus durch Integration in Beziehung auf x folgt: 
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p, =:if;r-/*^©^* 

WO Fx^ Fa, • . . ., Fart_, kein x enthalten. Dividirt man also durch 



so verwandelt sich die Gleichung: 

wo Fl, JPj, ...., Fft,».i blofs Functionen von ^^y (p,, ...., <Pa„-, sind* 
Diese letztere Gleichung ibt nun durch ein Sjstenn von n Gleichungen 
zwischen (p^j (Pa» •• ••» 9^n^x 2u integriren} was immer vermittelst der 
Ff äff sehen Methode möglich ist. Ich werde diese in mehreren Abhand- 
lungen besonders behandeln, wo ich auch diesen Gegenstand wieder auf- 
zunehmen gedenke. 

Den 12ten August 1827. 
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32- 
Untersuchung über die Directrixen der Curvcnt 

(Von Herrn Z#. Raaht zu TVlen«) 



IMimmt man für eine gegebene e1)eQe Cnrve einen Punct, der in der 
Ebene derselben sich befindet , als fix an^ und nennt Radiusvector jede 
Gerade, die von diesem Puncte zu den Peripheriepuncten der Gurye 
geführt wird, so wird jede andere Curve Directrix der gegebenen 
genannt, für welche die ans den Peripheriepuncten der gegebenen Curve 
an dieselbe gezogen^ Norn;^alen9 der GroTse Aach den entsprechenden Aadii- 
reotoren gleich sind. So ist^ wenn die Parabel als gegebene Curre und 
ihr Brennpnnct als fix angesehen wird, jene auf der Axe der Parabel 
errichtete senkrechte Gerade, die außerhalb der Parabel in der Entfer» 
nung des vierten Theils des Parameters von dem Scheitel fallt, die Di- 
rectrix der Parabel« Diese Directrix für eine jede gegebene ebene Curve 
zu finden, und das Umgekehrte, nemlich für eine jede gegebene Di- 
rectrix nebst fixem Punct, die entsprechende Curire 2U finden, soll den 
Inhalt gegenwärtiger Untersuchung ausmachen« 

Ist der erwähnte fixe Punct der Anfangspunct eines geradlinigen 
senkrechten Coordinatensystems, so sei die Gleichung der gegebenen Curve, 
auf dieses Coordinatensystem bezogen, von der Form: 

<I) /(x,y)=:0, 
wo X und y die Coordinaten irgend eines Punctes der Peripherie der ge« 
gebenen Curve vorstellen* Trifft nun die aus diesem Puncte auf die 
zu suchende Directrix gefällte Normale, dieselbe in einem Puncte, dessen 
Coordinaten ^ und i; gegen das festgesetzte Coordinatensystem sind, so 
ist die Gleichung der Normale: 

(II) (y_v)u'+(x-.Ö = 0, 

J mm 

WO ü' den Difierentialcoefficienten ^ der Directrix vorstellt 

Endlich muis noch die Bedingung Statt haben, dafs die Grölse der 
zwischen den beiden Puncten x, y und ^, t; enthaltenen Normale, gleich 
werden soll dem Radiusvector, oder der Geraden, die zwischen dem An« 
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fangspunct der Coordtnaten und dem Punct xy j enthalten ist Es mub 
daher jioch folgende Gleichung: 

(Ul) f + ^*= ^(l^ + vy) 

Statt haben» Aus diesen drei Gleichungen die Coordinaten Xf y eines 
besonderen Functes der Curve (I) eliminirt, erhält man eine Differential- 
gleichung der ersten Ordnung zwischen ^j u, u\ deren Integral die ge- 
•ttchte Directrix gebeh wird» 

2. 

Wärei aber die Gleichung der Directrix gegeben und swar von 

der Form: 

(IV) (P(^,v) = 0, 

auf dasselbe Coordinatensystem bezogen^ von welchem wir im vorherge- 
henden Paragraph Gebrauch machten^ so dürfte man nur^ um die entspre- 
chende Curve zu finden, aus der letzteren Gleichung den Werth von v^ 
suchen und solchen in die Gleichung (II) substituiren, und dann vermit- 
telst der so erhaltenen Gleichung (II) und der Gleichungen (HI) und (IV), 
die Coordinaten ^^ u eliminiren, we dann als Resultat der Elimination 
die Endgleichung der entsprechenden Curve hervorgehen würden 

3. 

Man sieht aus dem Vorhergehenden , dafs es keine Schwierigkei- 
ten hat, zu einer Directrix die entsprechende Curve für einen gegebenen 
fixen Punct zu finden, indem das ganze Verfahren auf einer einfachen 
Elimination beruht; hingegen hängt das Problem ,,zu einer gegebenen 
Curve eine Directrix zu finden," wie bereits erwähnt wurde, von der 
Integration einer Diflerentialgleichung der ersten Ordnung ab, vpelche in 
sehr, vielen Fällen unüberwindliche Hindernisse hat. Wir wollen daher 
bei sich darbietenden Problemen, statt der Integration nur das singulare 
Integral der vorliegenden Di£ferentialgleichung suchen, welches dieselben 
Dienste «gewähren wird, wie das vollständige Integral. Denn es stelle 

^(J^ t;, a) = O 
das volbtändige Integral der bereits erwähnten Differentialgleichung der 
Directrix vor, wo a die durch Integration eingeführte willkürliche Con- 
stante ist Für jeden besonderen Werth, den man der Constanten a bei- 
legt, erhält man eine andere Directrix der Form und Lage nach} alle 
diese Directrixen aber werden den durch die Gleictiungen (II) und (III) 
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aus^^esprochenen Bedingungen Genüge thun, daher aucli die^ sanimtliche 
Directrixen einhüllende Curve (da sie in jedem ihrer Puncle eine gemein- 
schaftliche Tangente 9 daher auch mit der ihr entsprechenden Directrix^ 
eine gemeinschaftliche Normale hat) den Bedingungen (II) und (III) Ge- 
niige ihun wird« Wir haben mithin nicht mehr nöthig, die Directrix 
selbst zu suchen^ sondern nur die einhüllende Curve sä mmtlicher Direc- 
trixen, die durch die Veränderlichkeit des Parameters a entstehen. Nun 
stellt die aus einer Differentialgleichung «wischen ewei veränderlichen 
Gröfsen erhaltene singulare Auflösung, nichts anderes als die Einhüllungs- 
curve sämmtlicher Curven des vollständigen Integrals vor, die durch die 
Annahme > dals ein Parameter a veränderlich ist, entstehen. Daher re- 
ducirt sich das Verfahren auf folgendes. Die Werthe für x und y aus 
den Gleichungen (II) und (III), nemlich: 

suhstituire man in die Gleichung (I); dadurch erhält man eine Differen- 
tialgleichung von der Form: 

^^(£, V, v') = 0. 

Für diese Gleichung suche man eine singulare Auflösung; so stellt 
die so erhaltene Relation zwischen ^ und v eine Curve vor, welche die 
Eigenschaften, die wir an der Directrix gesucht haben, mit ihr gemein 
hat. Die auf diesem Wege erhaltene Curve werden wie «um Unter- 
schiede der eigentlichen Directrix, Curve der Directrixen nennen. 

Wir wollen das Vorhergehende auf einige besondere Fälle anwen* 
den. Es sei die gegebene Curve eine Linie der zweiten Ordnung. Der 
fixe Punct sei ein Brennpunct derselben, und die Axe der x sei die grö- 
Isere Hauptaxe dieser Linie. Dann hat man zur Gleichung derselben: 

/(x, y) = x^ + r'— (/> + exY = 0, 
wo p der halbe Parameter der Curve ist, und e das Verhäjtnifs der Ex- 
centricität zur grofsen Axe. Setzt man in die letzte Gleichung die 
Werthe für x und y aus den Gleichungen (V)', so ist die Differential- 
gleichung: 

Aus 
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Aus dieser Gleichung die singulare Auflösung gesuclity ergtebt sieb: 

Diese Gleichung gebort im Allgemeinen einem Kreise zu, dessen Mittel- 
punct in der Axe der x liegt^ oder in der gröTsern Hauptaxe der Linie 
der jEweiten Ordnung, und zwar^ ivie sich durch eine sehr einfache Trans« 
Formation der Coordinaten zeigt, in dem zweiten Brennpuncte dieser 
Linie der zweiten Ordnung» Diesen Kreis wollen wir für eine jede 
Gurre insbesondere , die sich zu den Linien der zweiten Ordnung zählte 
betrachten. 

L Wenn die Linie der zweiten Ordnung ein Kreis ist, so fallen 
beide Brennpuncte zusammen, und die Gurre der Directrixen muls ein 
concen Irischer Kreis sein» Setzt man nemlich in der letzten Gleichung 
tf SS 0, so stellt p den Halbmesser des gegebenen Kreises ror, und die 
Gurre der Directrixen wird dann durch folgende Gleichung: 

^ + V^ SSI kff 

rorgesteUt, also ein concentrischer Kreis ron doppelt so grolsem Halb* 
messer, welches die Natur der Sache ganz mit sich bringt» 

IL Die Linie der zweiten Ordnung sei eine Parabel; da lielse sich 
ebenfalls sogleich die Gerade als Gurre der Directrix rermuthen; denn 
der zweite Brennpunct der Parabel befindet sich in einer uneiidlichen Ent- 
fernung, daher die Krümmung des Kreises, welcher die Gprre der Di- 
rectrixen rerstellen soll, unendlich grofs sein mufs, oder eine Gerade« 
Setzt man nun in der rorletzten Gleichung esl, so hat man: 

als Gleichung der Gurre der Directrixen einer Parabel. Diese Gleichung 
stellt eine auf der Hauptaxe der Parabel senkrechte Gerade ror. Diese 
Gerade fallt wegen des negatiren Zeichens aufserhalb der Parabel in dem 

Abstände p ron dem Brennpuncte, oder in dem Abstände -^ ron dem 
Scheitel der Parabel, welches bekannt ist. 

UL Die Gurre der zweiten Ordnung sei endlich eine Ellipse oder 
HyperbeL Dann stellt die Gleichung (1), oder 

die Curre der Directrixen ror. Da aber die Ellipse sowohl als die Hy- 
perbel zwei Brennpuncte hat, so haben diese Gurren der zweiten Ord- 
nung zwei Curven der Directrixen^ welche Kreise sind, deren Mittelpuncte 
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die Briennpunöte sinA, nnd deren Radien^ wie leicht su sehen^ gleich den 
grofsen Axen der Ellipsen oder Hyperbeln sind. 

Diese hier auf analytischem Wege gefundenen Resultate^ lassen sich 
noch leichter auf synthetischem Wege zeigen} welches wir aber hier 
übergehen. 

Aus dem vorhin gewählten besonderen Falle sieht man^ dafs sammt- 
liche Cttrven der zweiten Ordnung ^ wenn «iner ihrer Brennpuncte der 
fixe Punct ist, Curven der Diredrixen zulassen^ wie bei der Parabel. 
Meines Wissens war eine solche Curve der Directrixen, unter dem ein^ 
fachen Nanien der Directrix^ nur bei der Parabel bekannt, und die übri- 
gen Linien der ^sweiten Ordnung scheinen von dieser Eigenschaft aus- 
geschlossen zu sein« Durch das so eben Gezeigte sieht man^ dals die 
Gerade die bei der Parabel die Eigenschaften der Curve der Directrixen 
hat, nur ein besonderer Fall eines Kreises ist, dessen Halbmesser für die 
Parabel unendlich grols ist, und hiermit theilen sämmtliche Linien der 
zweiten Ordnung diese Eigenschaft, eine Curve der Directrixen zu haben. 

Mit Hülfe einer solchen Curve der Directrixen lassen sich sämmt- 
liche Linien der zweiten Ordnung zeichnen, wovon man sich leicht über- 
zeugen kann« 

Ganz auf demselben Wege findet man, dafs die Curve der Direc- 
trixen der Linien der zweiten Ordnung mit einem Mittelpuncte, wenn 
der Mittelpunct der fixe Punct ist, durch folgende Gleichung: 

gegeben ist, wo a und b die halbe grolse und halbe kleine Axe der Li- 
nien der zweiten Ordnung Vorstellen. 

Da es keine Schwierigkeit haben würde^ für jede beliebige Curve 
und irgend einen fixen Punct die Curve der Directrixen zu finden, so halte 
ich mich mit Auffuhrung mehrerer anderer besonderer Fälle nicht 
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Beweis des Hairiotischen Satzes*). 

(Vom Herrn Dr. /. ji. Grunert zu Torgau.) 



i. 

JLIer bekannte Harriotische^ eigentlich Cartesische Lehrsats gehört un- 
streitig EU den merkwürdigsten und ivichtigsten Theoremen der Algebra. 
Mehrere Mathematiker haben Beweise desselben zu geben versucht, von 
denei^ mir aber keiner den Grad von Einfachheit und Deutlichkeit zu 
haben scheint, welcher ihn zur Aufnahme in die Elemente eignete. Ich 

^) Da der linni» diese» Satzes jeit ÖUi^ sor Sprache koramt, so setzt dtr Herausi^eber dea 
T«li ihm in seinem „Lehrbuch der Arithmetik nnd Algebra, Berlin 1825, hei Reimer/' $«323. S. 621. 
nach Segnar gegebenen elementaren Beweis zur Vergleichung hidier* 

Lahraatf« Eine Gleichung kann nicht mehr negative Wurzeln haben 
als ZaicbenColgen, und nicht mehr positire Wurzeln als Zeich^nwech sei. 
Bcwtis. Man multiplidre i. B. die gegebene Gleichung 

X^tss «'* + «x"""* + /?*-*....+ r = o, 
deren Cocffidanten a^ ß^f .... 9 theils positiv, theils negativ seyn mögen, mit x4*r* *<^ erhilt man 

X(x+^) s o. 
Diesa Gleichung hat oothwendig alle Wurzeln der gegebenen Gleichung und aofserdem no^ 
die Wurzel — >^. Denn lus X(x'^p) = o folgt X =s o und sc + p = o. Der Factor JTess o 
ist die gegebene Gleichung selbst, und hat also alle ihre Wurzeln , und oc «f- ;» s= o giebt noch die 
neue Wurzel so = — p. Die Gleichung A'(x-f p) == o hat also eine negative 'Wurzel mehr« 
wenn p positiv, und eine positive W^ursel m^hr, wenn p negativ ist, 
I. Es sei snertt T» positiv, so da£i 

eine negative Wurzel mehr bat als die gegebene Gleichung. 

Nun nehme man beispletiweiae ai0r, die Zeichen der Glieder des Polynomiuma AT der- gegeb«* 

nen Gleichung wechselten wie fblgit 

+ + --.-- + -.\-.4.- + + +- + + + +_ + -.+ - 

Multiplicirt matt dieses Pnlyoomion mit » ^p und schreibt die Glieder, welche gMchel^ 

teititen von » enthalten» um sie zusammenzuziehen, unter einander, so erhAlt man 

( i 2 3 4 3 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24) 
U X?o =++--. — + + -.4. + +-.^ + + + -. + -. + _ 

2. Xp g + +^^^ + ^^^ + + ^ + ^^^^^^^^ 

3. X(*+p)= + + ± ±±-±±±+ + ±±++ + ±±± ±;t - 

(Die Zahlen Aber den Zeichen dienen blofs, die Glieder bequemer in benennen.) 

Die Glieder der einzelnen GrAfsen Xx und Xp habeh nothwendig der Reihe nach die n'em- 
lid^n Zeichen, wie die Glieder der Grofse X, weil die beiden Multiplicatoren so und p positiv 
sind« Aher^ie Grdise Xp rdckt mir allen ihren Gliedern um eine Stelle weiter rcdiUi weit in 
allen Gliedern die Exponenten von x nm 1 niedriger sind. 

43* 
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mnb gestehen 9 dad ich durch Segners am meisten bekannt geworde- 
nen Beweis nie gans überzeugt worden bin^ und auch schon Kästner 
'meinte, dalt eine roUstandige Entwickelung desselben in grolse Weitläu- 
figkeit fuhren müsse. Die Beweise ron de Gua^ Aepinus und Käst- 
ner sind aus der Differentialrechnung und Theorie der Curven geschöpft. 
Der von Herrn Dr. G« E. Fischer in seiner gründlichen Inaugural- 
Schrift geführte Beweis, ist auf Gleichungen mit lauter reellen Wurzeln 
eingeschränkt, und beruht auf der Theorie der deririrten Functionen/ 
welche doch eigentlich mit der Differentialrechnung susammenfallt. Ich 
wünsche^ dafs der folgende Beweis, welcher mit keinem der mir bekannt 
gewordenen Beweise etwas gemein hat, den Namen eines elementaren 
yerdienen möge. 

Oaraot fot|(f, daft eberall, wo Xm nni folglicb X iwei fflcicbe Zekbm hinftr efiuusder» oder 
eine Zeiclienfolge bat, das nenllcbe Zeicben nnltr i%§ iweite Zeicben der Folgt tu ateben 
konint, bingegeo, daü wo in Xao oder in X elo Zeijcbenwecbsel ist, nodiwendig anter dem swei- 
tea Stieben dea Wecbsela dai entgegengesetite Zeicben atebu Z. B. nnler den iweilea Zei* 
eben (2.) der Folge •)- + (i, 2) alebl nothwendig fdr Xp daa Zeicben 4*« weil ea von dem er* 
alen gleicben Zeicben der Folge (1.) berrdbrt. Unter dem iweiten Stieben (4.) der Folge ^i-- •* 
(9» 4) atebt nolbwendig daa Zeicben — >, weil ta Ton dem eralen Zeicben der Folgt (3.) berkommi 
n. a. w. Hingegen anter dem aweiten Zeicben (3.) dea Wecbaela + •^ {2, S) atebl notbwendig ffir 
Xp daa Zeicben •{*» weil ca von dem ersten Zeichen des Wecbsela (2, 3) berkommt a. a» w. 

Alao ateben notbwendig ao vielmal gleicbe Zeicben uolereinander, ala die 6r6iat JITZei^ 
cbenfolgen bat, ond ao ?ielmal enigegengtaetate Zeicben, ala aie Zeicbenwtcbael bat. 

Wo aber gleicbe Zeicben ontereinander ateben, bat nniweifelban aucb die Snmme der 
Glieder, folglich daa darunter atebende Glied dea Prodnctea daa nemlicbe Zeidien. Wo binge* 
gen ▼eracbiedene Zeicben Obereiander ateben, kann daa Zeicben der Summa sowohl -f- ol«— . mio, 
weil ea darauf ankommt, welcbea Gliedea Coefficient der gröfsere iat, ao dafa also dann daaSSeichen 
dea darunter atehenden Gliedea 6es Producta ungewifs ist. Mitbin und die nnter gleichen Zei- 
chen Ton X» und Xp stehenden Zeichen dea Producta anaweifelbaft ond den gleichen Zei- 
tben aelbat gleich, die unter nogleicben Zeicben atehenden Zeicben hingegen tind angewifa« 

Nun mögen aber die irngewiaaen Zeicben des Producta aein, waa ale können i nie kAnneo 
aie mehr Wecbaol haben ala die darüber atehenden Zeicben -der Gröfae X aelbat. Denn die 
ontweildhaflen Zeicben dea Producta, von welchen die Ungewissen eingescbloaaen wferden, aind, 
wie oben bewieaen, den gerade darüberatehenden Zeichen der Gröfse ^gleich, wie s. B. 2 und 4, 
5 «nd 8, 8 md 12 u. a. w. , and awiacben diesen Zeichen der GrSiäe X liegen ao viel Wechsel 
ala möglich, weil au jedem Wechsel ein Ungewisses Zeichen im Product gehört, ond alao, wenn 
mehrere Wechsel möglich wiren, auch mehrere Ungewisse Zeicben als wirklich da aind, vor- 
banden aeto mttfaten. Also können i wischen den nem liehen einscblielaenden Zeicben im Pro- 
duct nicht mehr Wecbael liegen f ala awiacben den daröber stehenden Zeicben der Gröiac X^ weil 
aich dort ao viel Wechsel befinden ala möglich. Die unzweifelhaften Zetcben dea Products 
aind femer die darflher atmenden Zeichen der Gröfse X seibat. Also können slmmtlicbe Glieder 
dea Producta, ao weit aie von unzweifelhaften Zeicben eini^eschlossen werden, nie oiehr Zeidien- 
Wechsel haben, als die dardber alebenden Glieder der Gröfse X. 
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2. 

P und P* feien immer Functionen von der Form: 

j/x"^ + B ^r^* + .•.. + ivV+* + iy^+» + ^'x^ 

wo die CoelBcienten aufser dem ersten , welcher immer ald positiv an» 
genommen wird> positir oder negatiy sein können« Das Zeichen eines 
jeden Gliedes wird blofs durch das Zeichen seines CoefBcienten bestimmt. 
Eine Folge heifst überhaupt das Aufeinanderfolgen zweier gleichen Zei- 
chen^ wie + + o^^J^ -^ — $ ein Wechsel dagegen das Aufeinanderfolgen 

sweier ungleichen Zeichen^ wie H ^^^^ — 4*« Zunächst kommt es 

nun auf den Beweis des folgenden Satzes an. 

Dtt erste und das leUfe Zeichen des Prodocts sind aber, wie leicht su sehen, immer iiniwet« 
fSelhafls §it sind dem ersten und leisten Zeichen der Gröfse X gleich« AUo werden alle Speichen 
des Products Ton nniweifelhanen Zeichtn eingeschlossen, und folglich kann das Producta obgleick 
«Nbr Zeichenfolgen, wenigstens nie mehr Zeichenwechsel haben, als die Gröfse X. 

Das Prodttct hat aber ein Glied, und folglich tia Zeichen ntehr als die Gröije X^ 
biglich mnfs es noth wendig eine Zeichen folga mehr haben als sie» 

Daraus folgt, dafs, wenn awei Gleichungen wie die obigen, X ss o und X(x ^p) zzzo^ beide 
tfc nemlicben Wnrteln haben, die Gleichung X(p6+p) = • aber noch die negative Wurzel — ^» 
■lehr hat, das Polynomium X{» + p) nothwendig wenigstens eine Zeichenfolgt mehr 
haben mnCi, ab das Polynomium X0 

Nun setze man f eine gegebene Gleichung wie A' = o habe die n negativen Wnrteln 
— 1^1, *— Pa« ^^r» «••« '^ Pm* ^^^ aufserdem vielleicht auch noch positive oder nnmCglicbe 
Warsein, so llfst sich ihr Polynomium X durch 

X= P(» + Pi)(» + r2)(* + rs)'-* ♦(»+Pn) 

ansdrtfcken, wenn P dasjenige Polynomium bedeutet, welches die flbrigen positiven und unmög- 
lichen Wuneln enthllt Von welcher Art nun auch das Polynomium P sein magt immer mufs, 
wie bewiesen» das Prodnct Pix + pi) wenigstens eine Zeichenfolge mehr als P, also 
das Prodnct P(x^'Pi)(x + p2) wenigstens eine Zeichenfolge mehr als P(K-f Ti) ^^^ f^^^C* 
lich wenigatens awei Zeichenfolgen mehr als P| u« s« w«, luletst also das Product X s= 
P(» 4* pi) (» 4" P%) • • » • (96 + Pn) ^^^ h wendig wenigstens n Zeichenfolgen mehr als P haben. Blag 
nun daa Polynomium P selbst noch Zeichenfolgen haben, oder nicht: mindestens mufs J^die 
u Zeichenfolgen selbst haben, sobald die gegebene Gleichung X=so, n negative Wurzeln hat« Um- 
gekehrt also kann auch die GIeichnng^s= o, wenn ^ie nur n 2^ichenfolgen hat, nicht mehr 
ab n negative Wurzeln haheni denn hätte Bit mehr» so bitte aie nothwendig auch weiKigsteli* 
eben so viele Zeichenfolgen. 

II, Es sei zweitens p negativ und gleich ««*^, so dals also die Gleichung 

•X'Cf— ^) = • 
eine positive Wurzel q mehr hat als die gegebene Gleichung X ss 09 

Man nehme das obige Beii piel und multiplidre mii sw — ^, so erbllt man 

(12S4567 8 9 10 1112 13 14 15 16 17 18 19 20 2122 23 24) 

1. Xv =+ + + + - + + + - + + + + - + - + - 

2. -X = + -n--,H-- + — + + ^4^ ^ + 

3. X{ä-^;=: ++-±± + ~±+-+±±- + ±±± — +- + - + 
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3. 

Wenn a immer eine positire Grölke bezeichnet^ so hat 
a) das Product P(*r-f-^) immer wenigstens eine Folge; 
ß) das Product P(x — a) dagegen immer wenigstens einen Wechsel 
mehr als die Function P« 

4. 

Um das Erste zu beweisen, nehme man an, däls der Satz für jede 
Function P mit/ Folgen richtig sei, so dafs also das dem Producte P(jp+«) 
gleiche Polynom, wenigstens /+ ^ Folgen hat. Nun sei P irgend eine 
Function mit f -^ l Folgen , und die CoefBcienten ihner letzten Glie- 



Es ist leicht zu sehen, «iafs hier id dem Pro3ucl jedesmal unter dem zweiten Zeichen einer 
Folee von Xx oder X ein nnstvriBMes, und unter dem zweiten Zeichen eines Wechsets von 
X ein unzweifelbartes i dem dorflbcr stehenden Zeichen in A" gleiches Zeichen steht Z.B. 
onter den Zeichen 2, 4, 5, 8, 13 elc. , welche Zekhen ron Folgen sind, stehen im Product on* 
gewisse Zeichen^ und unter .3, 6, 7, 10, 11 etc., welche zweite Zeichen von Wechseln sind, ste- 
hen unzweifelhafte Zeichen, die den dardber treffenden Zeichen der ersten Reihe gleich sind. 
Der Grund davon ist, da(s die Zeichen der zweiten Reihe denen der ersten entgegengesetzt 
sind, und also jedesmal unter das zweite Zeichen einer Folge ein von dem ersten, gleichen 
Zeichen derselben herräbrendes entgegengesetztes Zeichen, und unter das zweite Zeichen einet 
Wechsels ein von dem ersten entgegengesetzten Zeichen desselben herräbrendei gleichet 
Zeichen zu stehen kommt 

Nun folgt ferner, auf ähnliche Art wie in (f.), dafs die nnzweifelhaft'eil Zeichen des Products 
nicht mehrZeichenfolgen, sondern nur vielleicht mehrZeichenwechsel einschließen können, 
als die gleichen, darub«*r stehenden Zeichen der Grölse X, weil nemlich die letztern schon so viele 
Folgen einschliefsen als möglich. Und da nun wieder das erste und das letzte Zeichen det 
Products immer nnzifeifrl hafte Zeichen sind, so folgt, dafs das Product überhaupt nicht mehr 
Folgen haben kann, als die Qröfse X. Es mufs also nothwendig wenigstens einen Z eichen • 
Wechsel mehr haben, weilet ein Glied mehr hat. 

Also hat das Polynomium einer Gleichung nothwendig wenigstens einen Zeichenwechsel 
mehr als da« Polynomium einer andern Gleichung, die dieselben Wurzeln, aber eine positive Wur- 
zel weniger hat. Und hieraus folgt, auf ähnliche Weise wie in (I.), dafs eine Gleichung, die n po- 
sitive Wurzeln hat, mindestens it Zeichenwechsel haben mu(s, und dafs also keine Gleicbnng 
nefar positive Wurzeln haben kann, als Zeichenwechsel. 

Dieser Satz, die Grenzen der Zahl der positiven und negativen Wnrsaln 
einer Gleichung an den Zeichen ihrer Glieder zu erkennen, ist fär die Lehre von den Gleichdngen- 
sehr wichtig. Er rOhrt von Descartes her, der ihn am Ende des siebzehnten Jahrhunderts fand. 
Beweise giebi es von demselben mehrere. Der obige, der in der Hauptsache mit dem von 6egner 
übereinkommt, ist einer d(*r einfachsten. Einen andern schönen Beweis findet man bei Lagrange, 
in der Theorie der Gleichungen, im achten Zusätze. 

Der umgekehrte Satz findet übrigens natürlich nicht Statt. Es folgt keinesweges, dafs 
eine Gleichung nothwendig so viele positive Wurzeln als Zeichen Wechsel, und so viele ne- 
gative Wurzeln als Zeichenfolgen haben müsse; es ist blofs bewiesen worden, da£i sie deren nicht 
mehr haben kann. 
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der seien: 

. • . ., IV, N, % N-, 
M sind die letzten Glieder des Products P'(jr^o): 

. . • ., N^aN, N^aNy N+aN, aNj 
wenn immer blofs die Coefficienten berücksichtigt werden. 
Man unterscheide jetzt folgende zwei Fälle: 

üuCj jP habe zuletzt eine Folge^ so dafs also N^ N einerlei Vorzeichen 
haben. 

Da nun P^ überhaupt /+ ^ Folgen hat, sa hat das Polynom 
nur / Folgen^ und demnach wegen der Annahme 
wenigstens/-)* 1 Folgen. Die letzten Glieder dieses Products sind: 



— i 



• , . ., iV'+öiV, N+aN, aN. 



N und N haben nach der Voraussetzung gleiche Vorzeichen} also 9 weil 
a positiv ist, auch N^ aN und a N. Demnach enthalten die Reihen 

. . . ., N+ aN, 7V+ aN, N+aNj 

. . . ., iV+öÜT, iV+ aN, aN, 
eine gleiche Anzahl von Folgen, so dafs also die erste, wie nach dem 

obigen die letzte, wenigstens /+ 1 Folgen enthält. Aber auch 7V-|-aiV 
und aN haben offenbar einerlei Zeichen. Demnach geben diese beiden 
Glieder auch eine Folge, und die Reihe: 

. . . ., N+aN, N+aN, N+aN, aN; 

d« i. das Product P^(x '^ a), hat also wenigstens /-{- 2 Folgen* 

— i 
ßß) P^ habe zuletzt einen Wechsel, so dafs also N, N, ungleiche Vor- 
zeichen haben. 

-a -Hl 
Die letzte Folge finde statt bei N, TV, so dafs nachher lauter 

Wechsel folgen. Also hat 

P' — Nx^^'^ — ;V:r"+»-«_ . . . . — Naf" 
nur /, und folglich nach der Annahme 

(P^ — iV;c«+*-» — Njp«+*-* ... — N:(f) (x + a\ 



340 Grunertf Beweis da Harriotischen Satzes. 

wenigstens /-{- 1 Folgen» Die letzten Glieder dieses Products sind: 

, . , ., N+aN, N+aJV, aN, 
wo also wenigstens /-f* 1 Folgen Torkommen* Die lotsten Glieder von 

P'(a? + a) sind: 

. . . ., iV + Ä/V, N+aN, N+aN, N + aN, 

—1+3 -i+Ä ^» -^ -1 

N+aN, ...., iV+öiV, iV'+aiV; aiV. 

Da nun 2V, ßf gleiche Vorseichen haben^ so ist klar^ dals die Reihen 

• f ^ "n^ aN^ iV4- asl aky 

^ . . ., iV+oiV, N + aNy N^aN, 
gleich viele, nemlich wenigstens /+ 1 Folgen enthalten. 

Gäl)e nun JS^aNy ]V + aN in der Re.'he fiir P'(x + ä) keine 

Folge, sondern einen Wechsel^ so mü&te, wegen der Gleichheit der Vor- 

-1 -i+i 
jBelchen Ton TV, iV, das Vorseichen des zweiten Gliedes mit dem Vor- 

~i+t .... . -*+» 

zeichen von IV einerlei sein, weil, wenn es mit dem Yon TV einerlei 

wäre, kein Wechsel, sondern eine Folge entstehen würde. Gäbe ferner 

-i+a -J-f-i -H3 ~l+a 

auch iV-f-ciV, iV+Ä-^ keine Folge, so müfste das Vorseichen des zwei* 
ten Gliedes, da das erste mit A einerlei Vorseicheu hat, dem Vorsei- 

—1+3 

chen von iV gleich sein. Man sieht, wie man auf diese Art weiter ^e* 

hen kann. Gäbe es nun auch bis su TV-f* a TV keine Folge, so mülste 

dieses Glied doch mit iV gleiches Vorseichen haben, so dals also IV -{-aN, 
aN bestimmt noch eine Folge geben würde. Also hat P'(ar-|-a) auch 
in diesem Falle wenigstens /+ 2 Folgen, und unser Sats gilt folglich für 
jedes Polynom mit /+ 1 Folgen, wenn er für jedes Polynom mit / Pol- 
gen gilt. 

Für /= ist nun die Folge der Zeichen entweder 

+ — -|- — ^ •..•+ — , oder 

Also für das J^roduct P'(x -)- o) entweder 

4-- + - + - + - + -i 
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4 1 1 ....H 1 f- 

+ - + - + _ + _ + _ + 

Gäbe es nun auch bia zum Torletzten Gliede gar keine Folge, so 
dafs also, weil das erste Glied immer positiv ist, die Zeichen bis zum 
vorletzten Gliede des Products mit den Zeichen der obern Reihe einer* 
lei wären, so würde sich doch immer aus den beiden letzten Gliedern 
eine Folge, entweder — — oder -J- ^f- ergeben, und das Product würde 
also immer wenigstens O-f^l Folgen ha1)en« Demnach gilt unser Satz für 
jedes Polynom mit O Folgen, und ist also nach dem Obigen allgemein. 

5. 
Der zweite Theil unsers Satzes verstattet eine ganz ähnliche Aus- 
führung. Man nehme an, dafs für jedes Polynom P mit tu Wechseln, 
JP(jx — c), wenigstens z^ -|- 1 Wechsel habe, so ist zu zeigen, dafs für je- 
des Polynom -P mit i^ + 1 Wechseln, JP'(^ — a) wenistens w-^^ Wech- 
sel haben müsse. 

oa) P^ habe zuletzt einen Wechsel, so dafs also JV, IV ungleiche Zei- 
chen haben. Demnach hat 

nur Wj und folglich nach der Annahme: 

wenigstens w -{- 1 Wechsel. Die letzten Glieder der Producte 
F(x — a) und (P'— Nx"") (x — o) sind : 

. . . ., N—aN, N—aN, JV-^aN, ^aJV; 
_ . .^ JV^aN, IV—aN, —aN. 
Da Jy, Jy ungleiche Vorzeichen haben, so ist klar, dals immer 

— oTV mit N, also auch mit N — «JV, einerlei Vorzeichen hat, tmd 
dafs also, wenn man von der ersten der obigen Reihen das letzte Glied 
unberücksichtigt läfst, diese beiden Reihen gleich viele, nemlich nach 
dem Vorhergehenden, wenigstens w;+l Wechsel enthalten. Nun hat 

aber N—aN einerlei Zeichen mit N^ — aN dagegen das entgegenge- 

setzte^ also geben die Glieder N — aiV, — aiV noch einen Wechsel, und 
die erste Reihe, d. i. das Product P^(x^o), hat demnach wenigstens 
«£/ + 2 Wechsel. 

Crelle'i Joarnal. IL Bi. 4. Hft. 44 
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ßß) P^ habe zuletzt eine Folge^ so cfals JV, N gleiche Zeichen haben. 

Der letzte Wechsel trete ein bei JV, N, $a da£s dann nur Folgen, 
also lauter gleiche Vorzeichen, statt finden. Das Polynona 

hat also nur w, folglich nach der Annahme das Product 

wenigstens w^l Wechsd« Die Coeificienten der letzten Glieder Rieses 
Products sind: 

die Coefficienten der letzten Glieder des Products P'{x — a) aberr 

• • • ., N^aN, N^aN, N—aN, Ti^aN, 

N^aN^ ....^ N—aJV, IV— aN^ —aN. 

—i -1+1 -i+i -» -»+1 

Da iVy iV entgegengesetzte Zeichen haben, m hat IV — aN mit I\^ 

also mit — «aiV, einerlei Vorzeicheni und die Reihen 

- . » ., JV — aN, N — aN, — aNs 

, , , .^ N—aNy^ JV— aiV; N—aN, 
enthalten also gleich viele, d. h. \venigstens w-^l Wechsel. Gäbe nun 

N — aNy N — a N keinen Wechsel, sondern eine Folge, so mübte, da 

das' erste Glied mit N gleiches Zeichen hat, auch das zweite Glied mit 

Ny und folglich, da bei N der letzte Wechsel eintritt, auch mit N glei- 

cfaes Zeichen haben. Gäbe ferner auch IV — alV^ IV — alV keinen Wech- 

sei, sondern eine Folge, so müföte, da das erste Glied und IV einerlei 

Zeichen haben, auch das letzte mit N, also auch mit IV, einerlei Zei- 

chen haben» Gabe es nun bis N — aiV keinen Wechsel, so mülste doch 



•-I 



nach der gebrauchten Schluüsart TV — aTV mit IV einerlei Zeichen haben, 

und N-^alVf — a^V gäben daher bestimmt noch einen Wechsel, so 
daß P^(x — a) also immer wenigstcftis w -^2 Wechsel hat, und unser 
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Sats demnack für jedes Polynom mit w-^^l Wechseln plt^ wenn er für 
jedes Polynom mit w Weeliseln gilt 

Für wsszO ist die Folge der Zeichen 

+ + + + + + + + 

da^ weil wir das erste Glied , wie es su unserm Zwecke verstattet ist, 

als positiv angenommen haben, die Folge 



nicht vorkonimen kann« Die Folge der Zeichen für das Product P(4? — ä) 
ist also: 

und es erhellet augenblicklich , dafs, wenn es auch bis zum Torletsten 
Gliede keinen Wechsel gäbe, die beiden letzten Glieder doch den Wech- 
sel -f« — hervorbringen müfsten, so dafs also im Producte immer we- 
nigstens 04-^ Wechsel vorkommen müssen. Da nun unser Satz iiir 
uf CS e gilt, so ist er nach ^em Obigen allgemein. 

Nun ist es Jeicht folgenden Satz jsu hewelsen^ 

Die Zahl der positiven Wurzeln einer Gleichung ist höchstens so 
gro£i als die Anzahl der Wechsel^ die Zahl der negativen Wurzeln höch- 
stens so groft als die Anzahl der Folgen in ihrer Function. 

a) Die Gleichung ^=0, deren erstes Glied als positiv angenommen 
werden kann, habe die positiven Wurzeln p^, p**^ p'^'j ... .^ an der 
Zahl =s ^9 so kann man bekanntlich voraussetzen: 

Habe «un P w Zeichen wechsele so haben, nach dem Bewiesenen, 
die Producte 

P(x~/ia K^—P'){^—P'% H^—P'){^-P")(.^-P''') etc., 
wenigstens Z£;+ l, W'\*2, ^+3, .... Wechsel; also überhaupt y we- 
nigstens iv^p Wechsel, so dafs also, wenn auch w^^O wäre, die An- 
zahl der Wechsel in y doch nie ^p ist, w. z. b. w. 

ß) Die Gleichung y ä O habe die negativen Wurzel» — ^, — n'', 
— n^^\ ... .9 an der Zahl = /?, so kann man setzen: 

44* 
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Ist nun die Anzahl der Folgen in Q sssf^ $<> haben die Producte 

wenigstens /-{- h /+ ^y /+ 3^ . • . • Folgen j also überhaupt y wenigstens 
/+ /z Folgen, so dafs folglich, wenn auch /=0 wäre, die Anzahl der 
Folgen in y doch nie <^ n ist, w» af. b* w. 

7. 

Der Torhergehende Satz gilt auch, wenn die Gleichung imaginäre 
Wurzeln liat. Hat aber die Gleichung lauter reelle Wurzeln, so ist im- 
mer die Anzahl der positiven Wurzeln der Anzahl der Wechsel ^ die 
Anzahl der negativen Wurzeln der Anzahl der Folgen in der Function 
der Gleieliung» Dies ist der eigentliche, sogenannte Harriotische Satz, 
der sieh aber in Harriots Werken nicht findet, sondern zuerst von 
Descartes in ^yDiscours de la mSthode peur bien conduire sa raison^ 
et chercher la verite dans les sciences^ Plus la Dioptri^ue^ les M4teores 
et la Geometrie j qui 6ont des essais de cette methode. A Leyde 1637 
p. 373/' vorgetragen wird. Der Beweb ist nun leicht. Die gegebene 
Gleichung sei vom //iten Grade, so erhellet augenblicklich die Richtig- 
keit folgender Gleichungen: 

p-^ n =zmy w-\-^f=zm, p-^n =z u/-\-fy 
wo* die Buchstaben ihre frühere Bedeutung behalten. 

Wäre nun p nicht = tu, so sei, da nach dem. Vorhei^henden p 
nie ^ tu seia kann^ 

/i < wr. 

Also p-^n — p'^w^f — iVy d. i. n^Wy da doch auch n nie >/ 
werden kann. Also ist p^sszWf woraus unmittelbar mittelst der obigen 
Gleichungen folgt, dai% auch n^:^/ ist^ w. z* b. w. 
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34. 

Ueber die Bestimmung der Rectascension und Decli- 
nation eines Sterns aus den gemessenen Distanzen des- 
selben von zwei bekannten Sternen* 

(Von Herrn rrof, C» G. /. Jacohi zu Kouigsberg in FreuCsen.) 



JL/ie Bestimmung des Ortes eines Sterns aus seinen Distanzen von zwei 
bekannten Sternörtern ist ein Problem^ das trotz scheinbarer Einfachheit 
kaum eine elegante, für die Berechnung bequeme Auflösung zuzulassen 
scheint. Es kommt dieses Problem^ wie leicht zu sehen ist, mit dem- 
jenigen überein, wo man die Polhöhe eines Ortes aus den gemessenen 
Höhen zweier bekannten Sterne sucht, welches Kr äfft im 13ten Bande 
der Petersburger Nasa Acta pag. 477sqq. und Gaufs in einer besonders 
gedruckten Abhandlung vom X 1808 behandelt haben. Ich werde hier 
das Endresultat geben, aus dessen Complication man die Schwierigkei- 
ten ermessen kann, die dem AufBnden einer eleganten Methode der Be- 
rechnung im Wege stehen. 

Es seien «, a', «" die Rectascensionen dreier Sterne aS, S\ 8'% 
3, 3', 9" ihre Declinationenj es sei D die Distanz von S' und S"j D' 
die gemessene Distanz von aS" und aS, 2>" von S und S'. Setzt man 
nun der Kürze wegen: 

.i„(5t|±q.i„(£±^'),in(°±f=5:)sin(2i°:i:5) = ^^, 

cos 2>"— cos D cos D' = A', 

cos fl' — cos Z> cos2>"=: A'', 
80 finde ichr 

1) sin D\ cos B sin ix — — t— ) = 

8in (3''— ÖO cos i^-^) A -h «in (f^^!^') (— cos d' l! + cos B" Lf'), 

2) sin D*. cos 5 cos ^« — ~T~~) ^^ 

sin (a"-+ ao sin (5~^^ A + cos (^—^ (cos ö' A' + co8 d" A'O, 

3) sinD».sina =r — cosö'cosa"8in(«"— «0A+ 8ina'A' + sind"A". 
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Da £^ Lier positir oder negativ* genommen werden kann, so ent- 
iialten diese Formeln > Ton denen zwei die dritte mit sich fuhren , dia 
beiden möglichen Auflösungen der Aufgabe. — 

Zu diesen Formeln kann man auf folgendem kurzen und directen 
Wege ohne Beihülfe der ^sphärischen Trigonometrie gelangen. 

Man nenne Xj y^ z die rechtwinkligen Coordinaten von Ss x'y y*, tf 
von S'i x", y", z" von S'', ferner Ä, Ä', Ä" die Entfernungen von iS, 
S'y S" vom Anfangspuncte der Coordinaten , so hat man die drei be- 
kannten Gleichungen der analytischen Geometrie: 

x{y't"'^y"t')-\-y{ji>x"—z"x^'\-t{x'y'i'-x"y^ = KH'K'^ 
XX* + r/ + Js «' = ÄÄ"A, 

xx" +yy" -{-zz" = Ä/t'A. 

bemerkt man noch die beiden bekannten Formeln: 

(x'y"—x"yy+(y'z"—y^'zy+(z'x"'-^z"xy == Ä"Ä'"5inD% 
o/ x" + y' y '' + z'z" = R' R" cos Df 

so folgt aus Auflösung dieser 3 Gleichungen nach einigen Reductionen: 

Denkt man sich die Ebene des Aequators als die Ebene der x, y, 
und in dieser die y Achse so gelegt^ dafs sie mit derLinie, von welcher 

au die Rectascensionen gezahlt werden ^ den Winkel — -^ — macht, so 
hat man: 

scos^sm^« ^ — j, j^ = cos9 cos^ä ^ — j, -^ = sinö, 

= — cosö'sin( — 5— j, -^ = cosc/cos^— 7^ — )y -^7 = sind', 

=: COS ö'' sm ^— 2 — ) y ^ = cos ö'^cos ^— ^ — ) f ^ = «in 3^ 

« 

Die Substitution dieser Werthe in die für -s-, •^, 4- gefundenen 
Ausdrücke giebt die zu Anfang aufgestellten Resultate. 
Den 20steD August 1827. 



X 

~R 
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35- 

Ueber die Pf äff sehe Methode, eine gewöhnliche lineare 

Differentialgleichung zwischen 2n Variabein durch eui 

System von n Gleichungen zu integriren.. 

(Von Htrrn Prof. C G. J, Jacohi zu Kooigsberg in FreuTseiu) 



ErsteAbhandlnng. 

1. 

JrTaff hat in einer Abhandlung, welche unter denen der Berliner Aca- 
demie vom J. 1814 — 15 zu lesen ist, gezeigt, wie man jede Gleichung 
von der Form: 

wo X^f X,, ^3, •..••, X^ beliebige Functionen Ton ^i, x«, ^3, • • • 
• • »f ^wn ft^nd, durch ein System Ton /i Gleichungen integriren kann, Ton 
welcher Aufgabe die Integration der partiellen Differentialgleichungen 
erster Ordnung zwischen n Variabein nur ein besonderer Fall ist. Zu 
diesem Ende drückt er 2/i-^l von den Variabein or^, x^f •»«'•, x^ 
durch die übrige x^ und durch 2/i — 1 neue GroTsen Oif o^ ^ • ^9 ^tn-i 
aus, wo Oj^j a^y . . . .y a,^, gewisse Functionen von x^, x,, # » ^ », x«, 
sind« Nach solcher Substitution verwandelt sich die Gleichung: 

immer i» eine andere von der Form: 

wo Uy A^y A^y • . • •^, A ^j^y, Functionon von x,„, ö^, «,,•.• ., a^ 
sind* Die Functionen ^x^ ^%j • ^ • •j ^m^t br^^ttimmt nun Pf äff so, daf 
Z7=sO, und x^ in den GröTsen A^y A^^ . ^ . .^ ^on-^ nur in einem allen 
gemeinschaftlichen Factor vorkommt. Dividirt man mit diesem, so hat 
man die gegebene Gleichung in eine andere ähnliche, aber nur zwi- 
schen 2/2 —* 1 Variabein ^^ ^t» ^ • • •> ^m-i verwandelt Da dieses Ver- 
fahren nur bei einer geraden Anzahl Variabein möglich ist, so kabn 
man diese nicht minder auf eben die Weise in eine) Gleichung zwischen 
nur 2/2 -» 2 Variabebi verwandeln. Pf äff setzt daher eine dieser Va- 
riabein einer Constante gleich, und verwandelt dann wieder die Glei- 
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chun<r zwischen den noch übrigen 2/i — 2 Variahein, in eine andere 
zwischen nur 2/i — 3 Variabein, deren eine er wieder einer Constante 
gleich setzt, und so fortfährt, bis er auf eine Gleichung zwischen nur 
2 Variabein kommt, deren Integration die letzte /»te Gleichung mit der 
nten willkürlichen Constante giebt. Auf diese Weise hat er die gege- 
bene Gleichung durch ein System von n Gleichungen mit n willkür- 
lichen Constanten integrirt. 

Pf äff zeigt dann weiter auf eine ähnliche Art, wie es bei den 
partiellen Differentialgleichungen im geschehen pflegt, dafs man aus sol- 
cher Lösung mit n willkürlichen Constanten andere Lösungen mit will- 
kürlichen Functionen ableiten ,kann. Man denke sich nemlich die n 
Integralgleichungen auf die Form gebracht: 

wo C,, Ca, . . . ., C„, die ^llkürlichen Constanten sind, und i^,, 
F^_. . . . ., jP» diese nicht mehr enthalten. Denkt man sich jetzt die 
Gröföen C^, C«, . • . «^ C^ als Variabein, so mufs sich, yermöge der 
Gleichungen 

F^z=i Cj, -P» = C^, . • . • , Fft = t?„ 
der Ausdruck 

in einen anderen verwandeln lasßen von der Form 

weil dieser Ausdruck verschwinden mufs, wenn C,, Cg, . . . ., C^ Con- 
stanten gleich gesetzt werden. "Es mufs also auf identische Weise sein: 

X,dx,+X,dx,^....^X^dx^ = K,dF, + K,dF, + .... + K^dF,. 

Dieser Ausdruck verschwindet nun aber nicht blofs, wenn i^j, F^^ . . . 
. . ., F„ Constanten gleich gesetzt werden, sondern auch, indem man m 
derGrofsen F., F^, . . . ., F^ als beliebige Functionen der übrigen setzt} 
z. B. F,, F,, . . . ., F„ als Functionen von F^+„ F„,^.,, . • • ., F,j 
wodurch 

wird, und alsdann die Gleichungen 

//^s=0, i7, =0, ... ., //,^„ = 
hing-ufiigt. Hai man 
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^1 = ^i (^m+O ^m^y • • • •> K)$ 
-^1 = ^« (^w+i> ^m+a> • • • •> -'^n)^ 



gesefaBt^ so 



fl». 



»•m 



= ^* ("dir) + •••• + ^«n (-^) + ^» ^ 

und die gegebene Gleichung 

wird auch infegrirt durch das System der n Gleichungen 

-P*! == ^1 (^m+O PmH9 • • • •> Pf^y 
P% = ^a(-'^m+i> Pm\%9 . . . ., -FJ, 

JT.asO, -ffa = 0, . . . ., Zr^^s=0. 

Endlich erhält n^an noch eine Lösung^ wenn man 

JT^ = 0, JT« == 0, • . . ., if^ = 
setet, was mit derjenigen, wo man F^^ F^y •.,., F^ willkürlichen Con- 
stanten gleich setzt, gewissermaßen die beiden extremen Fälle bildet, 
welche der sogenannten singulären und vollständigen Lösung bdi den par- 
tiellen Differentialgleichungen, die übrigen aber den sogenannten allge« 
meinen Lösungen entsprechen. Alle diese Lösungen haben einen be- 
stimmten, unter sich verschiedenen Gharacter, und man wird 2. B. nie 
die ursprüngliche Lösung mit n willkürlichen Constanten erhalten kön- 
nen, indem man Functionen mit n ConstaMen für die willkürlichen Func- 
tionen annimml. Pf äff hat nur diejenige Lösung angegeben, wo man 
eine der F^unctionen F^y F^y . . ..y F^ als Function der übrigen ^et2t. 



o 



r* 



Man sieht aus dem Vorhergehend dafs alles auf eine allgemeine 
Methode, die Functionen a , a«, • . • ., .^ jedesmal zu bestimmen, an- 
kommt, welches wir jetzt nachPfaffs oleitung unternehmen wollen. 

Crellc*s Joarnal. II. £d. AA\tU 45 
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sei abo die 'Gleichung: 

=s Xdx + X^dx^ + X^Bx^ 4*'-* • + ^p^^p 
^egeben»^ E^ seien a,, n.^ . . » .^ Op gewisse Functionen yon x^ x^^ 
^^y -•••f Xpy und man denke sich^^r^s» •»••^ ^p durch diese und durch 
X ausgedrückt Die unter dieser Voraussetzung nach Xy a^j a^^ ...., dp 
genommenen partiellei^ Differentiale werde ich ohne Klammern bezeich- 
nen^ so dafs also z. B. 

dx _ / ax\ dxt , (Bx\ dx-^ I I ^^^\ iü 

Die gegebene Gleichung 

— Xdx + X,9x, + X^dx^'\'...,^XpBxp, 
verwandelt sich demnach in folgende: 



WO' 



^ =- ^+ ^^IS^ + -^4t +— + ^.^' 



d^t I xr Bxj I t tr B 



A^ — ^1 ITT" "r ^3T* "r* • • • ► "p Ä 



oPi 



fi 



^* ~ ^* "5^ "*■ -^ T^ "*^ • • ^ • ^ -^'^ ^ ' 

Man setze nun zuerst: 

Damit femer or m ^^^ ^^^ »...^ ^^ nur in einem alle» gemeinschaflli- 
chen Factor M vorkomme^ mufo man haben : 

1 5^t _ 1 hA^ _ _ 1 BAp _ 1 a.<7 . 
Ä'^'^W^ ^ Äl^'^ "^ '^ :3p- aar ~ IT' 5^» ^^ 

giog^x ..— d^og^a aiog,^p öiogr/" 

iM: Qx ax dx 

Es sei nun 

jf — Y' ^^y I Y" ^^a I •_ V ^^P 

aus welchem Ausdruck man die yerschiedenen Werthe von jf^, A^y 
...y Ap erhält^ wenn i&an fiir a nach einander a^j <*^r •> •*$ Op setst, 
so hat man: 
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dx da: da * da: " da J^***^* ßx d^ 

Aus der Gleichung 

* * da: ^ ■ dfJEf • ♦ P ^« * 

folgt aber, wenn man sib nacb o differenliirt^ 

* dadx^^ ^dadce T * * * • *^ ^Bada: 

_ f dX f dX^ QXi I I c Ajp ojfp ^ 

ida ~ <^a ^jp T^»** i "Ja * Ba:i 

Nun bat man: 

BXx da^t \ B X2 vJp^ 1^ ^ u3i!]p [d^ 

^or * öa "^ d« ' da T • •• • T^ dx ^ da 

^{(^)+(|£).4s + .... + («^).^} 

-ca l\ÖÄ/ ' \dx^ß dx • ' \dxpß cx9 

Ferner 



Bx 



cX 1^ V Xj vXj 1^ d X^ dx^ % I d Ap dgyp 




+ ^{(ii)+(i^)-i?+(l^)l?+--+(lS)- 



j_ a«.(/ax\ , /öxA a«, , /ax,\ a*. , j_ /a Xp\ dxp\ 



p ^ ^ C7 ««p / C/ *«? ^ V •«' p 



Die Differenz beider Ausdrücke giebt ^ — • Man setze der 



^^«•«^ (l^)~(§^) = (^^^^ ^"^ also («,ß)+(ß,«)= 0, und £.B. 

45* 
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80 erhält man -3— ss 

!4?{(1,0)+ ♦ +(i,2)|^ + (t,3)|^+....+ a/')|?} 



f 



+ ^{0'>o) + o»,i)|j + 0>,2)4^ + + ♦ }. 

Setzt man für a nach einander (^xj o^y . . . .^ a^^j so erhält man 
aus dieser Formel die verschiedenen Ausdrücke für -5— ^% -^— ^t . . ••• -5— ^• 
Nun soU^ welche der GröTsen a^y ^t> • • • •» ^p o^^n für a setze^ immer 
sein g — = 77" 7"" ^^ '^•'' wenn man der Kürze halber — |^ — = jy 
setzte oder 

op öa * ■ da * ■ * da *" 

welches der Fall sein wird, sobald die Coefficienlen von -5^, -^f . . . 

da ' da ^ 

• • «9 Tr^* ^ beiden für ^ — gefundenen Ausdrücken respective gleich 
sind. Man erhält hieraus die Gleichungen: 

iVJSr, = (1, 0) + * +(l,2)|5 + .... + (I,;,)|^. 

Multiplicirt man diese» Gleichungen respective mit -^, -^, . • . ., ' 
und addirt^ so erhält man 

= (l,0)^'J+(2,0)^+.... + 0.,0)|a, 
indem alle übrigen Glieder sich aufheben, oder da 
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die Gleichung: 

irX=(0,l)||^ + (0,2)|f2 + .... + (0,/,)4f. 
Man erhält auf diese Weise /> + X lineare Gleichungen «wischen den 
p ^1 unbekanpten Grölsen TV, -^-^ > "ä~* ♦ . • •> -g-^. 

Es hat sich also alles auf blofse Relationen zwischen den nach x ge- 
nommenen Differentialen -gr^^ '^"^t • • • •> -3^^ reducirt. Nun erhellet^ 

da£i wenn man aus den aufgestellten Gleichungen für -g^, -^, ...., g^ 

resp. die Werthe -^^r^ ^^^ ••••> ■»? findet, die gesuchten Functionen ä», 

^s9 • • « M ^p diejenigen Functionen sind, welche bei Integration der 
Gleichungen : 

^xi^x^x Qx^\ . . . • : öjTp = Vx V^i V^\ . . . , : f^^, 
den p willkürlichen Constanten gleich gesetzt werden. Denn indem 
man nur die partiellen Differentiale nach x sucht, setzt man eben ffg, 
^•> « • » •> ^v coi^^t^nt. In diesem Falle aber erhält man: 

öx\^x^\^x^\ ....: öxj, = Vx V^:V^i....iV^^ 
oder 

wie Terlangt wurde« Findet man also aus den gefundenen ^ 4" ^ Glei- 
chungen die Werthe von V^ V^^ V^^ • • • ., V^^ so giebt die Integration 
der Gleichungen: 

dx\^x^xdx^\....\dxp = V\V^\V^\^...xVp^ 
die gesuchten Functionen a^, a^j • • « •» a^« 

3. 

Die Gleichungen, aus denen man -^^r *3~^y •*•*> 3~^ ^^ suchen 
hat, sind dem Obigen zufolge, wenn man mit hx multiplicirt : 

ivxöx = » +(o,i)öx,+ (o,2)ax. + .... + (o,/i)ax^, 

A.<7Vrx.ax = (2,0)ax + (2,J)öx,+ # +•••• + (2, ;>)ax^, 

NX^hx = (p,0)dx + (pyi)dx, + (p,2)dx^ + ....+ • 
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Findet man aus diesen Gleichungen: 

öx = —^ — , dx^ r= ]^~> •• ••> ^^p = — -^ — 9 W Wird: 

dx: dx^iSx^t^ .. .: dXp = Fz F^: F^: . .. .iF^. 

Ferner erhält man N = -pr. 

Die Gleichungen (A) haben sehr merkwürdige EÜgenschaften. Das 
Characteristische derselben ist, dals die Verticalreihen der Coeificienten 
gerade das Negative der Horizont alreihen sind; daher auch diejenigen 
Glieder, in welchen die mte Horixontalreihe und die m\e Verticalreibe 
zusammentreffen^ verschwinden, wie es durch die in der Diagonale sich 
befindenden Sternchen anschaulich wird. Aus dieser Eigenschaft folgt 
zunächst, dafs P']rh ^^^^ ^i^ Anzahl der Vari^beln x^ x^ x«, ••«•, x^, 
eine gerade Zahl sein mufs, £s ist nemlich bekannt, dafs man bei je- 
dem System von n Gleichungen zwischen n unbekannten Grölsen, darauf 
zu sehen hat, ob nicht der den Werthen der Unbekannten gemeinsame 
Nenner, welchen Gaufs in den Disfuis^ Jrithm. mit dem Namen De- 
terminante bezeichnet, verschwinden könne; welches ein Zeichen ist, 
dafii das System der n Gleichungen nicht bestehen kann, wofern nicht 
etwa eine Bedin^ngsgleichung zwischen den Constanten Statt findet, rar* 
möge welcher die Me Gleichung eine Folge der übrigen n — 1 Gleichun- 
gen ist. Nun bleibt nach dem bekannten Algorithmus, nacli welchem 
die Determinante gebildet wird, diese unverändert, wenn man die Ho- 
ritontalreihen und Verticalreihen der Coefficieutcn mit einander yep- 
tauscht. Für unsern besondern Fall nun wird , wenn wir die Determi- 
nante mit A bezeichnen, hieraus folgen: A=^( — l/^^A, da jedes Glied 
der Determinante ein Product aus P'\'l Coefficienten ist, von denen je- 
der durch Vertauschung der Horizontal- und Verticalreihen sich in sein 
Negatives verwandelt Diese Gleichung A«=( — l/^^A aber kann nur 
bestehen, wenn P'\'l eine gerade Zahl ist, wofern nickt A^srO sein soll. 

Ich will jetzt einige specielle Fälle entwickein. 
Für /El -|- 1 = 4, erhält man : 

F = ^ -f. (2,3)X, + (3,l)JSr. + (1,2)J:„ 
F, = (3, 2)X + * + (0, y)X, + (2, Q)X,, 
T, = (I,3)X 4- (3,0)X; + » + (0,1) X„ 
V, = (2,l)Jf + (0,2)X. + (1,0)X, + • 
A « (0, 1) (3, z) + (0, 3) (2, 1) + (0, 2) (1, 3). 
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Für /> + ^ = Öx^^'I^äU man, wenn man, der Kurze wegen, mit (1,2,3,4) 

den Ausdruck. 

(1,2) (3, 4) + (1,3) (4, 2) + (1,4) (2, 3) 

bezeichnet^ und nach diesem Typus die ähnlichen Ausdrücke bildet: 
r = m +(2,3,4,5)^i+(3,4,5,l)X.+ (4,5,1,2)X,+(6,1,2,3):^,+ (t,2,3,4)X„ 
r, s (3,2,4,5)X+ m + (4,3,6,0)X,+ (5,4,0,2)X,+ (0,5,2,3)X,+ (2,0,3,4)X^, 
r, = (1,3,4,5)J:+ (3,4,5,0)X,+ ♦ + (4,5,0, 1)X,+ (6,04,3)X,+ (0,1,3,4)X., 
r, = (2,l,4,5)X+ (4.2,Ö,0)X,+(6,4,04)X,+ « +(0,6,l,2)X^+ (1,0,2,4)A\, 

r^=(l,2,3,6)X+(2,3,5,0)X,+(3,5,0,l)X,+(5,0,l,2)A',+ ♦ +(0,lA3)X., 
r, = (2,1,3,4 ;X+ (3,2,4,0)2:.+ (4,3,0,1)X,+ (0,4,1.2)J:.+(1,0,2,3)X^+ ♦ 

Um die allgemeine Bildungsweise dieser Ausdrücke auseinander 
zu setzen,, werde ich sagen ^ dals man einen Typus einen Cyclu^ durch- 
laufen lasse, indem man für die Zahlenelemente 0, 1, 2, • • . ., p, aus 
denen er gebildet ist,, nach einander resp«. setzt: 

0, 1, 2, 3, ..•.,/! — I, />, 

1, X, o, 4, »•>••, /!,. 0, 

X^ öf Hey Of • • • • , \}p l, 



P — U />y 0, 1, . . • ., p — 3, p — 2, 
/>, 0, 1, 2, . . • ., p — 2, p—1. 

Man erhält soy wie man an dem letzten Beispiele sehen kann, den 
Ausdruck, welcher F'^ gleich ist, aus einem seiner Glieder, indem man 
es den Cyclus durchlaufen läfst, nachdem man aus der Zahlenreihe 0, 
1, 2, • • . ., /i die Zahl m fortgelassen hat, wobei zu bemerken ist, dals 
man das Gleiche auch mit dem Index Ton X zu thun hat. So erhält 
man aus dem Gliede (3, 2, 4, 5)X^ in dem für f^^ gefundenen Ausdruck 
die übrigen, indem man für 0,2,3,4,5 nacheinander setzt 2,3,4,5,0) 
3,4,5,0,2} 4,5,0,2,3; 5,0,2,3,4. Ferner erhält man aus dem ganzen 
für f^„i gefundenen Ausdruck immer Jen folgenden für ^m+ir wenn man 
für 0, 1, 2, 3, • • » ., /i resp. setzt, 1, 2, 3, • .» ., /», 0, und in dem mit 
einer Klammer bezeichneten Typus die beiden ersten Elemente versetzt. 
So erhält man aus dem Gliede (1,0, 2,4)^5 im ^3, indem man für 0,1, 
2, 3, 4, 5, resp* 1, 2, 3, 4, 5, setzt, das Glied (2, 1,3, 5)X, und indem man 
die beiden ersten Elemente in (2, 1,3,5) versetzt, das Glied (1,2,3,5)^^, 
welches das erste Glied in dem für F^ gefundenen Ausdruck ist. — 

Es bleibt noch übrig, die Bildung eines solchen Typus, wie (1, 2, 
3, 4) anzugeben. Setzt man für p^^-l Elemente den Coefficienten von 
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X^ in r gleich (2, 3, 4, 5, . . . ., p — 1, p), so wird (2, 3, ....,/») ^^ 
1X3X5X • •••Xp — 2 Gliedern bestehen. Das erste von diesen wird: 

(2,3). (4, 5). (6, 7) (p — hp). 

Aus diesem bilde man p — 2, indem man die letzten /i — 2 Elemente 
3f if ....yp einen Cjclus durchlaufen läfjt. Aus jedem dieser 71 — 2 
Glieder bilde man/i — 4, indem man die letzten p — 4 Elemente 5, G,..« 
• • »f p einen Cjclus durchlaufen läfst, u. s. w., bis zuletzt die drei letz- 
ten Elemente p — 2, p — 1, p den Cyclus zu durchlaufen haben« Auf 
diese Weise erhält man s. B. 
(2, 3, 4, 5, 6, 7) = 

(2/3).(4,5).(6,7) + (2,3).(4,6).(7,5) + (2, 3). (4, 7). (5, 6) 
+ (2,4).(5,6).(7,3) + (2, 4). (5, 7). (3, 6) + (2, 4) • (5, 3) . (6, 7) 
+ (2,5).(6,7).(3,4) + (2,5).(6,3).(4,7) + (2, 5) . (6, 4) . (7, 3) 
+ (2,6)-(7,3).(4,5) + (2,6).(7,4).(5,3) + (2, 6) . (7, 5) . (3, 4) 
+ (2,7).(3,4).(5,6) + (2,7).(3,5).(6,4) + (2, 7) . (3, 6) • (4, 5). 
Ist p-^l eine ungerade Zahl, so haben wir gesehen, dais immer 
eine Bedingungsgleichung Statt finden mufs, wenn die Gleichungen (A) 
möglich sein sollen, oder wenn man die Gleichung 

auf eine ähnliche Gleichung zwischen nur p Variabein soll zurückführen 
können. Für /i -|- 1 = 3 wird diese Bedingungsgleichung 

X(U 2) + ^.(2; 0) + Jf.(0, 1) = 0} 
welches die bekannte Conditio integrabilitatis ist. 

Für /> -f- 1 sss 5 wird sie 
X(1,2,3,4)+JC,(2,3,4,0)+X.(3,4,0,1) + X3(4,0,1,2)+X,(0,1,^ 
AHgemein» wenn p^^l eine ungerade Zahl ist, wird sie 

SA(1, 2, 3, .•..,/>) = 0, 
wo man aus X(l^ 2, 3, ••••, />) die sämmtlichen Glieder des mit 2 be- 
zeichneten Aggregats bildet, indem man 0, 1, 2, . . . ., ;> einen Cyclus 
durchlaufen läüst. Dies ist also die Bedingungsgleichung, dals die Glei- 
chung 

wo p eine gerade Zahl ist^ durch ein System von ^ Gleichungen inte* 

grirt werden k^'nne. 

Die Auistellung und Behandlung der Gleichungen (A) in der ele- 
ganten und vollkommen symmetrischen Form, wie sie hier gegeben sind, 

ist 
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iBt das Eigenthümliclre und der eigentliche Zweck dieser Abhand- 
lung; doch mufste^ des Zusammenhanges wegen ^ auch das Uebrige der 
Pf äff sehen Methode kürzlich dargestellt werden. Es haben diese Glei- 
chungen greise Aehnlichkeit mit derjenigen bekannten Art^ wo die Ho- 
rizontalreihen und Verticalreihen der Coefficienten dieselben sind^ wel- 
chen man in sehr vielen analytischen Untersuchungen^ unter andern auch 
bei der Methode der kleinsten Quadrate, begegnet. In den für Fy V^ etc. 
gefundenen Ausdrücken sind die Horizontalreihen und Verticalreihen der 
Coefficienten von X^ X^ etc. wieder das Negative von einander, so wie 
in den Resultaten, welche dort die Auflösung giebt, beide Reihen wieder 
dieselben sind. Wendet man den von Oaufs in der Abhandlung über 
die elliptischen Elemente der Pallas gegebenen Algorithmus auf unser 
System an, so sieht man, wie mit grofser Leichtigkeit immer zwei Gre- 
isen auf einmal eliminirt werden können, und wie die neuen Gleichuiv- 
gen, deren Anzahl um zwei kleiner ist, wieder dieselbe Form erhalten« 
Dieses macht, dals man ein solches System Gleichungen mit grofser Ra- 
pidität auflösen kann. 

Zusatz Nach Beendigung dieser Abhandlung bemerkte ich, dals 
die Gleichungen, aufweiche Lagrange und Poisson in ihren berühm- 
ten Arbeiten über die Variation der Constanten in den Problemen der 
Mechanik gekommen sind, eben solches System bilden, wie wir hier nä- 
her erörtert haben. Man sehe das 15te Heft des polytechnischen Journals 
S. 288. 89. Da die Pf äff sehe Methode ebenfalls auf Variation der Con- 
stanten beruht, so scheint dieses System von Gleichungen vorzugsweise 
bei der Methode der Variation der Constanten vorzukommen. 

Den I4ten August 1827, 



CreUe*a Jonrntl. II. Bd. 4. Hli. 46 



358 Grunert, SummiruMg der Reihe i^^ + j^^ 



• • • • 



36. 
Siimmimmg der Reihe 

1 . X x(x— 1) x(x~l)(x— 2) cc(x— 1)(ae— 2)(a?~3) 
"•" z "^«(z— !)■•" z(*— l)(z — 2; "^z(z— l)(s— 2)(z--3)"'' *••* 

(Von» MeiTD Dr. /. A. Cnmtrt 7u Torgan.) 



1. 

\_/bgleioh diese Reihe schon auf verschiedene Arten sumoairt worden 
ist, worüber man Klügels mathem. Wörterbuch Thl. IV. S. 570. 776. 805. 
vergleichen kann, so glaube ich doch, dafs auch folgendes Verfahren ei- 
nige Aufmerksamkeit verdient, da sich durch dasselbe die Summe für 
jedes X und s durch ein« ganz allgemeine Rechnung ergiebt. 

2. 



Man setze: 








«" = --'»* 








+ jt„x{x- 


-1) 






+ ^„x(x- 


-l)(x- 


-2) 




• • • • 


-l)(x- 

• • 


-2)(x- 

• 

• • • 


-3) 

• • 



»~1 



4- ^„x(«— l)(x— 2)(x— 3)....(x— «+2) 

+ ^,x(x-.l) («~ 2) (X— 3) .... (x_Ä+.2) (X—II + 1), 



so ist: 






x"+' = ^„x« 






+ ./.x«(x-l) 






+ ^.x«(x— l)(x- 


-2) 




+ J^s*ix—i)(x- 


-2)(x- 

• • • 


-3) 

- • • 



n— 1 



+ ^,x*(x— l)(x— 2)(x-- 3)....(x— n + 2) 

+ J^a» (x —1) (x -2) (X— 3) . . . . («— « + 2) (x—n + 1). 
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Aber 
x* = X -|- x(x — 1), 



«•(x— 1) s= x(x — l)+x(x-.l)* 

= x(»--l) + x(x— l) + x(x— l)(x— 2) 
= 2x(x— l) + x(x— l)(x— 2). 

**(x— l)rx— 2) = 2x(x— l)(jr--2)+x(«— 1)(x— 2)« 

= 2x (X— 1) (X— 2) + x(x— 1) (X— 2) + x(x~i) (x—2) (x— 3) 
= 3«(ä— l)(x--2)+x(«— l)(x— 2)(x— 3), 



x*(x— l)(x— 2)(x--3) = 3*(x— l)(x— 2)(x— 3)+x(x— 1)(*— 2)(x— 3)* 

Ä 3x(x— ■l)(x— 2)(x— 3) + x(x— l)(x— 2)(x— 3) 

H- x(x— iXx— 2)(x— 3)(x— 4) 
= 4x(x— l)fx— 2)(x— 3) +x(x— l)(x— 2)(x— 3)(2^--4). 

Die Art, wie die Rechnung weiter fortgeführt werden kann, und 
das Geseti: liegen unzweideutig vor Augen.. .AI&o ist: 

x"+' = ^»{x + x(x— t)} 

+ ^,{3x(x— l)(x— 2) + x(x— l)(x— 2)(x— 3)} 

+ ^,{4x(x— l)(x— 2)(ar-3) + x(x— l)(x-2)(x-3){x-4)} 

• • • • • • • • • •• • • • • • 

^ ^,*{(/i— l)x(4r--1)....(ar— Ä+2) + x(x— l)(x— 2)....(x— /i+l)} 
+ J/.{/ix(x— l)(x— 2)....(x~-n4-l)+x(x— l)(x— 2)....(x— »)) 

+ {i, + 3^,}x(x— 1)(«— 2) 

+ {i + 4>,}x(x-l)(x-2)(x-3) 



w— » 



+ {//, + /i^,}x(x--l)(x~2)(x— 3)....(x— /i + l) 
+ >/,x(x — 1) (X — 2) (x — 3) . . . . (x—n) 
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+ A+u*C*— 1)(«— 2)(x— 3) 



+ ^„+.*(«— 1) («—2) («—3) .... (s-^n+ 1) 

+ "il+.xCx— 1) (r— 2) (x— 3) .... (X— n), 

1^ 44i> man aläo folgende Gleichungen zwischen den Coefficienten von 
»* xuu) x"+' erhält: 



X 




2 


= J„ + 2 J,. 


t 


== J„ + 3 J, 


4 


= i» + 4^, 


n 


== ^» + z»^« 




1» 



• • • • 



3. 
Ferner setze man 

1 * 1 "1 **' 1 

n j "1 

{z — i){z — 2).,..{z-n—i) ~ **ImT + ^a:^?:?? + Äs^«:p + 

• ... -|.JÄ^— - -|- B^^^ pj+STfi + • • • • 

Da mau nun die erste Reihe erhalten mufs, wenn man die zweite mit 
z — n — 1 multiplicirt, so ergeben^ sich «wischen den Coefficienten 
folgende Gleichungen : 



. . • . 



»(x—i) 
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Da nun immer 



2—1 



n+1 II 

Ji» = 1?. + (« + i)if., 

//3 = Ä3 + (« + l)i?., 

Ä« = Ä* +(ä+i)ä„ 



71 -(-1 n n+i 



I4.JL4.I4.I4. 



also immer ^^=1 ist, so erhält man aus den vorhergehenden Glei- 
chungen^ wenn man anstatt des dortigen m hier n setzt: 

B, =^»'+2^,^i, 

k^, ^Bn^^ + 3B^, 

ü. s. f. u« s. f. 

Die nahe Uebereinstimmung dieser Gleichungen mit den Gleichungen 
in (2.) läfst eine Uebereinstimmung der durch ji und JB bezeichneten 
Coefficienten vermuthen, und es fallt augenblicklich in die Augen^ dals^ 
wenn die beiden Reihen 

Bnf B^^^j -^n-»^ B^_^f Bj^^j • • • • 
1 t • 4 I 

•«n» ^nf '^nj ^nj ^n9 • • • • 

identisch wären^ dies auch von den beiden Reihen 

t S • 4 C 

Bn^x9 B^ y ^n^xj Bf^_^f ■»'i»— S> • • • • 

I 2 t A • 

^n+O '^Ji+i^ ^n+i9 -^if+lf ^H+i> • • • • 

gelten müfste. Da nun diese Uebereinstimmung^ weil jd^ssI^ ji^ssi 
isl^ offenbar für /2=:l gilt^ so ist sie allgemein gültige und man hat 
also folgende allgemeine Gleichung: 



i i 



B»-.x+i. 



Die Glieder, mit denen die Reihen abbrechen^ sind offenbar B^ und ^„. 
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4. 

Um nun unserm eigentlichen Zwecke näher zu rücken, habe man 
die Reihe 

i+-7+^ + ^ + f* + ..^.=«y. 

Substituirt man Tur die Potenzen von x die .oben gefundenen all- 
gemeinen Ausdrücke, so erhält man mit Hülfe der vorhergehenden allge- 
meinen Vergleichung zwischen den GröDsen ^4 und B: 
iSs 1 

4.M,x-|-J.x(x-i)}.l 

-I- {J5X+ J.xfx— 1)-{- J,x(x—l)(x—2)-I-^5x(r~i). ...(*— 3) 

+ ^\x(«-l»-2)(x-3)(x-4)}.^ 
+ 

SS 1 

+ {B,x-f B.x(»-l)+ B.x(«-.l)(x-a)}. 1 

-f {B,x + B,x(x-l)+B.x(ii^l)(x-a) + jÖ.x(x-l)....(x-3)).^ 

-I- {Bjx-f- B4x(x— 1) + i,x(x- l)(x— 2) -H B,x(x— 1).. .. (X--3) 

-I- B. X (X— 1) (X--2) (x— 3) (x— 4)} , -L 
H- 

+ x{B.l-HJ',:^+Ajr+A~ + Äi+....} 

+ x(x~l)j/ji + B.l + B,l+41+....} 

-f.x(x-l)(x-2){i.;^ + 4^+fe^-|.i4p-|-....} 

+ x(x~l)(x--2)(x-3){^.^ + B.l+^,l-|-....j 
+ . . . 
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und folglich nach (3.): 

+ 

Da nun aber nach d^m binomischen Lehrsätze 

■^ =•+ (f) + (f)+ (f )■+(!•)+... . 

=('-fr=(^r=i^ 

18^ SO erhält man folgende merkwürdi(;e Summe: 

^ ^ «— 1 "•" («— 1)(5— 2) ^ (-5— !)(«— 2)(«— 3) T" • 
oder 

*T" X ^ s<t-l) "^ x(*— 1)(*-2) ^ x(z-.l)(x_2)(z-3) 'r-— = ^_^^i 
für jedes x und r« 

Ist X eine positive ganze Zahl^ so bricht die Reihe ab^ und man 
erhält den auch sonst bekannten Satz von den Binomial-Coefficienten: 

« 

. . .r , x(ar~l) , a?(a?~l)(a?-2) . , x(jp^ 1)... .3.2- 1 z+l 

* + T"^ *(»— 1) "*■ X (*-l) (*-2) "T-— f,(^_i)...;(,_^i) — JZTiqiT' 

Nimmt man x und z negativ, so rerwandelt sich die Reihe in: 

« , Jr(x+ 1) , «(x+l)(x+2) , z— 1 

Nimmt man aber blofs x oder z negaUv, so wird: 

X , a?far+l> a?(x-f l)(a?+2) , __ z+l 

* ~ T "*" x(*-l) "" *(* — 1)(*-2) -r . • • . — ,+^7 + 1' 

X , x(x — 1) x(x— l)(x— 2) , _ X- 1 

^""T+xCx+l) x{x+l)(x+2;'r x+x-1- 



« • • 
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37. 

Quadratur des Mantels des senkrechten, schief 

abgeschnittenen Kegels. 

(Von Herrn JF, Hörn.) 

(Mit BeiOK auf dcMcn Abhandlong ober Kcradoldtn im er»ten Hefte dci sveitcn Bande« dieiet 

Journal*.) 



1. 

Gleichung der Kegelsclinitte^ als Keradoi'den betrachtet. 

XliS sei BSG (Fig. 4.) ein ebener Schnitt durch die Aze eines senk- 
rechten Kegels^ dessen Seiten mit der Axe einen Winkel =a einscbHe- 
fsen; ferner jiMO ein beliebiger ebener Schnitt durch den Kegel, senk- 
recht auf die Ebene BSGf und die Durchschnittslinie jiO dieser beiden 
Ebenen bilde mit der Seite SG des Kegels einen beliebigen Winkel 
OJG=^ß. Die Entfernung SJ sei c=^; der Abstand SM=:SB^SG 
eines beliebigen Punctes M der, durch letzteren Schnitt in der Oberfläche 
des Kegels erzeugten Curve AMy vom Pole *S, sei =s:z, und der Winkel 
jiNP^ den eine, durch den Punct M und die Axe SC gelegte Ebene SCM 
mit der Ebene BSG einschlie£>t, ==>//, so ist: 

OG ?= CM.siuYyi^ == z.sin^.sinv^//. 
Aber auch: 

OG = ^Z).[tang(ß— a)-|-tang«] 

Ä (z«— ^)cos«[tang(0 — «)4"tÄng«], 
Also 2sin«.sinvv// = (js — e)cosa[tang(ß — «)-|-tangaJ, 

und hieraus: 

taog (/? — aj -[- tang « — lang a sin v V ' 
*tang(/? — a)-f-taiiga.co8^* 

Dieses ist die gesuchte Gleichung der Kegelschnitte« 

Ist ß>>2a, so entsteht die Gleichung für die Ellipse^ ist ß<C2a, 
so entsteht die Gleichung det^Hyp^bel; {urßs=2« erhält man die Glei- 
chung der Parabel ^z= . , ^ \ und für ß=90^-f-« die Gleichung für 
den Kreis« 
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2. 

Setzt man die Entfernung ies Durchschnittspunctes der Seite SB 
mit AO (Fig. 5.), von der Spitze de« Kegels^ abo den^ -entn Polarwinkel 
^ = ir gehörigen Polarabstand s=i£, so ist^ 

tangCß^ — «) + tangÄ = j^_^ >tanga> und 

tang(|S — «) = ^T , f tanga, 

Substituirt man ^iese Weitbe in (T), so erg;iebt sich die Formel: 

n ^ ^St 

iE-j-e+(fi — e)c08^ 

Ist JB positiTy SO bat man die Gleichung der Ellipse; ijft E nega« 
tivy so entsteht die Gleichung der Hjperhel; ist Ezszoo, so hat man 
die Gleichung der Parabel^ und iiir JB;=:^ die Gleichung itir ^en Kreis. 



3. 

Quadratur des Mantels des von ^er Ellipse schief abge- 
schnittenen senkrechten Kegels. 
Nach der Formel *(ViI) der Abhandlung über Keradoiden ist^ wenn 
F ein beliebiges Stuck dieser Fläche bedeutet: 

dF = izyd^ = iz^dxl^. Sinai 
oder^ den Werth für z aus (I) substituirt: 

BF = ^ ^'° ^* P^°g (^"-^<»)4'^^g«]* dfp 

2 * [lang (/? — a) -f. lang a cot ^]*^ 

also^ nach Meier Hirsch Inrtegraltafelny f>ag.297t 

J? — ^^ ^^° ^ tang ()? — g) "{"tang« T - — tangcg.thitp 

2 ' tang (/? — a) — tangi» * itang (/?—«) -i->t«»g « • 

j tang (/?- «) . tang « + tang (ß— «) cos y1 

^ V"£tang(/?— •«)*-^tang«*] •^'^^^^^ tangti»-^)4-tang^.oo8V'J' 

wo keine Constante hinzukommt , weil für t^ s=s o das Integral 7er* 
schwindet. 

Für ^ = ft» wird tang>^-t.«8(^-<.)co,y ^ ^^^ ^ 

lang (/?—«) 4- tang «.COS V^ 

Are COS 1 =2v gesetzt werden; alsdann erhält man den Mantel dej 
schief abgeschnittenen, senkrechten Kegels: 

jp _ t*^üna.üüg(ß^a) |/ /tang(/?— »)Hht>ngg\ , ^^^^ 
tang(/? — a) — lang« '»VungO? — a) — lang«/' 

1 — langa.cot(/^— aj ' » Vi — taüg<r.ool(/? — «)/ 
CrA\tU Journal. IL Bd. 4. HD. 47 
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Pur ß = 9(y + Ä wird cot(ß— «) = 0, also F=:^wsiaa, wie er- 
fordert wird. 

Hat E die Bedeutung wie in 2.^ so ist auch: 

JP = ^i^. /•(£. e) • sin« . 9r, 

wo — ^^ die mittlere arithmetische , und /'{E.e) die mittlere geome- 
trische Proportionale zwischen der längsten und kürzesten Seite des schief 
abgeschnittenen senkrechten Kegels ist 
Für £ = e entsteht wiederum: 

F = e^ic .sinoty 
w*ie vorhin. 

Ist a die halbe grofse Axe der Ellipse^ und c die halbe kleine Axe 

derselben, sO; ergiebt sich leicht : 

a = ^iTCE^+e» — 2E^,cos2a)i und 

c = sintt.^iße). 
Ist nun cc =±= 90^ so verwandelt sich der Mantel des Kegels in eine 
Ebene, und zwar im vorliegenden Falle in eine Ellipse, deren Axens= 2a 
und 2c sind. Es wird aber für x = 90^, üna, = 1 und cos2« = — 1, 
daher 

a = $/'(E« + e* + 2JB0 = ^% 

folglich nach obiger Formel der Inhalt der Ellipse: 

F = — ^^.y^(JE^).sina. V = flc»j 
wie gehörig« 
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38. 

Einfacher Beweis der von Gauchy und Eni er ge- 
fundenen Sätze von Figurennetzen und Polyedern. 

(Von Herrn Dr. ./• A. Gnmert xa Tox^an.) 



Xn einem Netze geradliniger Figuren^ welche in einer Ebene liegen oder 
nichts sei die Anzahl 5ämmtlicher Seiten = Jj die Anzahl der Eck« 
puncte = Sy und die Anzahl der Figuren = F. Es kommt darauf an, 
zwischen diesen Gröfsen eine Gleichung zu finden. Zu dem Ende denke 
man sich^ dafs zu dem Netze eine neue Figur von n Seiten hinzukomme^ 
welche mit dem Netze ll^ Seiten gemein^ nf' Seiten dagegen nicht ge« 
mein habe, wo aber immer n=:zn^ -{-n'^ Bezeichnet man nun in Bezug 
auf das neue Netz durch -rf', aS', F' dasselbe, was -^, ä, F in Bezug auf 
das gegebene bedeuteui so erhellet augenblicklich die Richtigkeit folgen- 
der Gleichungen: A'=zj4+n'\ JP'ssjP+i. Zugleich aber ist auch klar, 
dals die hinzukommende Figur, welche n' Seiten mit dem gegebenen 
Netze gemein hat, /2^-f-l Eckpuncte mit demselben gemein, also n^'-^i 
Eckpuncte nicht mit demselben gemein hat, da /i = /z' + n" = (/i' -|- 1) 
4-(«" — 1). Also ist aS' == *S + /i" — 1. Bestimmt man nun aus den er- 
haltenen Gleichungen /i" auf doppelte Art, und setzt l = i^ — F, so er- 

hält man: 

A' — A^ S'—S-\'F' — Fy eder 

a'^F'^A' — S-\-F—Ay 
'woraus also erhellet, dafs S-^F — A für jedes Nets eine constante Gröfse 
ist. Für ein aus einer einzigen Figur bestehendes Netz ist nun immer 
S=iA, F— 1. Also S-i-F—A = 1, und folglich allgemein S + F—A 
= 1, oder S-^FsszA-j;-!, welches der bekannte, von Cauehj gefun- 
dene Salz ist. 

Der Eul ersehe Satz folgt hieraus unmittelbar. Nimmt man nem- 
lieh auf eine Seitenfläche eines Polyeders mit /^Seitenflächen, u^ Kanten, 
«9 Ecken, nicht Rücksicht, so hat man ein Netz mit F — l Figuren, A 
Seiten, i5 Eckpuncten, und folglich S + F-^l ^ A+l; also S + F 
= -^+ 2, die Euler sehe Gleichung. 
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39. 

Eigenschaften der Curven , die sich auf bestimmten 

Oberflächen befinden. 

(Ton. Herm jL. Raabe zu Wieiu ) 



1 

JbiS sollen 

die Gleichun^n irgenil einer Curre sein^ und 

F {x^yf «, Oyhy Cy ete.) s=s 
die Gleichung einer krummen Oberfläche^ wo die Größen a, b, e, etc. 
die Constanten' der Flache Torstellen, so hat man^ wenn die Curve und 
die Fläche einen Punct gemein haben ^ folgende blols. von z abhängige 
Gleichung: 

FdpZf ^pz, tf Oy By Cy etc.) = 0> 
aus weleher man z^ und dann, vermittelst der zwei gegebenen Gleichun- 
gen der Curve auch die beiden anderen Coerdinaten x und y des ge» 
meinschaftlichen Punctes finden kann» 

Wir wollen der Kürze wegen das Glied der letzten Gleichung» 
welches z enthält^ durch /z. bezeichnen^ so dals die letzte Gleichung durch 

fz = a 
vorgestellt wird. 

Haben nun die gegebene Curve und Fräche uberdfes noch einen 
Funcf gemeinschaMieh ^ dessen Coerdinaten z-^^k^ (P(z-f-ir)y ^(^ + ^) 
sejn mögeni so darf man^ um diese Bedingung analytisch auszudrucken, 
in der letzten Gleichung^ die Große z in z-f-Ar übergehen lassen» woraus, 
wegen des allgemeinen Werthes von z> folgende Rether 

folgt. 

Die Größen f^z^ f'^ Zy f'"Zf efc. sfnd in dem Sinne zu nehmen, 
wie sie Lagrange gebraucht hat 

Soll nun h eine unbestimmte Größe bedeuteuj so ergeben sich fol- 
gende Gleichungen ^ 
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fz = 0, J'z = oy f^z =s 0, f'^'z = 0, etc., 
welche samoillicli bestehen müdseB,. wenn k einen beliebigen Werth eoll 
kaben kennen, d. Ir. es müssen sammtliche Gleichungen, ins Unendlicfae 
fortgesetzt, bestehen > wenn die vorgelegte Curye jeden Punct mit der 
vorgelegten Flache gemeinschaftlich haben soll. 

bt nnn die Anrahl der Constanten Op b, e, etJc^y welche die Fläche 
enthält, gleich n, se lassen sich dieselben durch die n ersten der leti^ 
leren Gleichungen bestimmen, und die sa gefundenen Werthe der Cbn- 
stanten an die Stelle der in /^*^x enthaltenen Constanten substituirt^ er^- 
giebt sieh ein Ausdruek^ der blols von z abhängt und identisch Null isU 
Yen diesem Ausdrucke die nächsten Differentiale genommen^ müssen der 
Form nach mit den Ausdrücken jT^'^^z, /^'^^^x, ete« identisch sein,, und 
verschwinden, wenn man in diesen letzteren für die in denselben noch 
vorkommenden Constanten die oben gefundenen Wertbe substituirt» 

Es ist mithin t 

wenn man in dem Theile rechts des Gleichheitszeichens für die in denm 
selben vorkommenden Constanten die Werthe substltuirt, die man aus 
den verangegangenen Gleichungen /z = 0, ßz = 0, /'^z s= etc.. bis 
jfC'-^^jrssO gezogen hat, die einzige notbige Bedingungsgleichung, da«» 
mit die vorgelegte Curve sich auf einer Oberfläche soll befinden können»- 

Um das bisher Vorgetragene durch ein Beispiel zu erläutern, will 
ich die Bedingungsgleichung /^*^z SS für den Fall suchen^ wedieOber^ 
fläche eine Ebene ist Je nachdem diese Bedingjangsgleichung für eine 
gegebene Curve Statt hat oder nicht, wird die Curve eben sein oder von 
doppelter Krümmung. 

Es sei die Gleichung der Ebene oder* 

F (x, /, z, fl, i, c?, etc.) = aj;-f-iy4"^*+ ' = ^r 

so hat man: 

fz = a(pz 4-ix^z ^cz+I — O 

und /'^ == fl^'«+ iv^'z+^ = 0, 

f'z=a<p''z+b^l^"2 =0. 

Aus diesen Gleichungen flr, ^, e bestimmt und in 

f^'z = a(p'"zHrÄ^'^^z = 

die gefimdenen Werthe von a und b substituirt, ist die gesuchte Bedin- 

gungsgleichungr 
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weicher Genüge geschehen muis^ damit die Curve^ welche durch die 

Gleichungen 

j: = <pz und y =s \Ijz 

vorgestellt wird, eine ebene sei. 

Diese aufgestellte Bedingungsgleichung wellen wir auf einige Cur- 
Ten anwenden. 

Aufgabe 1. Man untersuche^ ob die Curve, deren Gleichungen 
X = Jx±B^{(>-^^) und y =^ a%±b^(p^—J) 
sind^ eine ebene sei oder nicht. 

Hier hat man 
^z = A%±Byr{!^-'^) und -^z = az±i/'(C»— z«), 
(p'z = A TJBxCC'^-.zT* . 4/'z = a ^T iz(0~z«)-*, 

<p'''z= ±3flC»z(C'*— z*)-* . %//'"z= ±3AC»z(C'«— z«)-t 

Also X 

(^'"x.-^^T, == — 3äBC*z(0— zV und 

(P''z.x^'"z = ~ 3äBC'*z(C«— z«r*, demnach 

(P'" z %//" z — ^'' z x^'" z = 0. 

Die Torgelegte Curve ist also eine ebne. In der 'That^ eliminirt man^ aus 

beiden Gleichungen der Curve die GröTse /"(C* — z*), so ergiebt sich 

hx — By ^{Ab — JBc)z = 0, 

welches nichts anderes als die Gleichung der Ebene ist^ in welcher die 

vorgelegte Curve sich befindet. 

Aufgabe 2. Man bestimme^ ob die Curve, deren Gleichungen 
X = ^z±/"(B^ — z*) und y = cz± ^{b^—J) 
sind, eine ebene sei oder nicht. 
Da hier 

(P'^'x.^^'z = — i*Ä»z(B*— zTi(i«— z*r* und 
(P''z.%//'"z = — Ä*J5*z(JB*— z^r*(i*— z"p*, also 

<p///z ^//^ — <p"z t//"'2 g o; 
50 ist die Curve von doppelter Krümmung. 

Aufgabe 3. Man untersuche, ob die Curve^ deren Gleichungen 

r -^si a^ und y •=, e^ 
sind, eben z^^ oder nicht. 
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Da liier: 

<f,'''zxl.''z = (aeyPa und 

(P"sv/>^"j =: (aeyi^a 

ist, so ist diese Curve nur dann eben^ wenn /a = 1 ist, d. h. wenn a=ie 

ist, welches auch für sich klar ist. In jedem andern Falle ist die Gurve 

von doppelter Krümmung. 

Nach dem bisher Gezeigten wird es* keine Schwierigkeit haben, 

die Bcdin^ngsgleichungen auszumittelo, damit bestimmte Gurren im 

Räume sich auf gewissen gegebenen Flächen befinden. Die Aufführung 

jBoIcher Beispiele, wie z. B«, wenn die Fläche eine Kugel, Kegel etc. 

wäre, übergehe ich wegen der geringen Anwendbarkeit 

IL 

Wir haben ois jetzt gezeigt, wie man beurtheilen könne, ob eine 
Curve, die durch zwei Gleicliungen gegeben ist, sich auf einer krum« 
men Oberfläche befinde oder nicht. Sind aber die Gleichungen der Curire 
nicht unmittelbar gegeben, sondern man kennt blols die Coordinaten ir- 
gend eines Punctes der Gurre als Functionen irgend einer rierfen will- 
kürlichen GröTie, nemlich man hat zur Bestimmung der Curve folgende 

drei Gleichungen: 

X =: (pt, y — \fty z = xt, 

wo <P, -^, X drei beliebige Functionszeichen sind, so würde man die Glei- 
chungen dieser Curve erhalten ^ wenn man aus je zweien dieser Glei- 
chungen die willkürliche GroTse eliminirte. Diese Elimination aber ist 
in den meisten Fällen, wegen der Schwierigkeiten der Operation, fast un- 
ausführbar. Es wird daher gut sein zu sehen, wie man ohne die Be- 
schwerde der Elimination dennoch beurtheilen könne, ob eine Curve, die 
durch die drei letzten Gleichungen vorgestellt sein mag, sich auf be- 
stimmten Oberflächen befinde oder nicht. 

Es sei daher, wüe in dem vorigen Paragraph, die Gleichung der 
Fläche auf der sich die Curve befinden soll, von der Form; 

F{Xy y, z, a, by c, etc.) = 0. 

Die GröTsen a, i, r, etc. bedeuten wie dort die Constanten der 
Fläche. Sollen nun die Curve und die Fläche einen Punct gemein ha- 
ben, so mufs die Bedingungsgleichung 

F{(pt, ypt, %t, a, Ä, c, etc.) = 
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besteigen. Diese Gleichung wollen tnit abkürzend durch 

ft =:Ü 

TOrstellen. Gelit nun f in t*^k über, wo k irgend eine willkürliche 
GrbTse bedeutet, so ergeben sich folgende Gleichungen^ 

// =r 0, /f =s 0, f't = 0, f't = 0, etc., 
die sammllich bestehen müssen ^ wenn alle Puncto derCurye, auf der 
betrachteten Oberfläclie sich befinden soHen. 

Ist die Anzahl der Constanten ff, i, e etc. der Fläche gleich n, 90 
wird durch ein ähnliches Raisonnement wie in dem ¥origen Paragraph 
gezeigt, dafe 

die einzige Bedingungsgleichung sei, welcher, nachdem man für alle 
in derselben Torkommenden Consta^ten e, b, c etc. die Werthe substi- 
luirt hat, die «ich aus// 3=0, ft=i% etc. bis/^'^*V = o ergeben ha* 
ben. Genüge geschehen muls, d. h. der Theil rechts des Gleichheitszei- 
chens mufs identisch Null sein^ wenn die Gurre sich ganz auf der ge- 
gebenen Oberfläche befinden soll. 

Wir wollen auch hier jsia beaondem Fall die einfachste aller Fla* 
chen ^ur Untersuchung wählen» nexnlich die E^)ene. 

Es sei ihre Gleichung: 

-Qx^ by -^ CZ'{^ l.v^ 0» 
so hat man; 

ft = a(f>'t 4- Ä%//'/ + cx't + l s= Q, 

Aus diesen drei Gleichungen a, bp c bestimmt, und in die folgenden 
Bubstijtuirt : 

giebt folgende Bedingungsgleichung: 

welcher Genüge geschehen m^fs« damit eine Curre, deren drei Glei- 
chungen 

ar ==^f, y = ^/, « = %* 

sind, «ine Ebene «ei» 

Bemerkt man, dafs man nach derselben Bezeichnungsart auch die 

Gleichungen hat: 

x" . 
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*' s <p't, x" = ^"t, x"' = 4)"'«; 

80 läfst sich die letcte Bedingungsgleichrung^ die Statt haben mu£9^ damit 
eine Curye eine Ebene aei, auch auf folgende Weise darstellen: 

Dieselbe Bedingungsgleichung liefse sich auch unmittelbar aus der 
Bedingungsgleichung ableiten, die in dem vongeo Paragraph für denselben 
besondem Fall gefunden \eurde. Wir fanden daselbst die Bedingungs- 
gleichung 

oder auch nach dem so eben angeführten: 

Diese Bedingungsgleichung ist für den Fall gefunden^ we sowohl 
X als y unmittelbare Functionen von z sind} hängen aber dieCroTseü Xj 
y^ "Ly wie in dem gegenwärtigen Falle ^ Ton einer vierten Grolse t ab^ 
so müssen in der letzten Gleichung die GroTsen x*^y o:'", y'', y"' nach 

der Ordnung m folgende: \^~^)\ Vv^ ^75 Tm — f — ^ti— j; 

(^—^3; (^~^^'~^^^ + ^$^) «^«'•ß^^®«t wodurch dann 
dieselbe Bedingungsgleichung hervorgehet die wir bereits erhielten« 

Wir wollen auch hier den Vortrag durch einige Beispiele bdeuchten; 
Aufgabe 1# Man untersuche ob die Curve^ der^n sämmtliche 
Puncto durch die drei Gleichungen 

^ =: a cos / -f* hwCkty 
y = c'cos/ + &'sin/^ 
X =s ö^cos/4" ^"^inf, 
gegeben sind^ eine ebene sei oder nicht. 

Es ist 
x'^=z — tf sin^-|-i cosf^ a:^= — «cos* — büntj j:"'=ösin* — bcost, 
y^si — ö'sin/-j-ycos*, y"= — ö'cos* — Ä'sin/, y'''=fl'sinf — i'cosf, 
z'= — fl"sin/+A"oosf, z"=— ß'^cos/— 4"sinA z'"=«"sin/— Ä^'cosf. 
Also 

Crel1e*s JouniaL H.Bd. 4.H(t 48 
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und unsere Bedingungsgleichung 

geht in folgende über: 

(öÄ'— ö'Ä)(— ö''sinf + Ä''cos^+ö"sin^ — A^'cosO « 0, 
und da diese Gleichung wirklich identisch Null ist, so ist die Curve eine 
ebene« Man könnte sich auch auf folgendem Wege überzeugen, dafs die 
Cur^e eine ebne sei; eliminirt man nemlich aus den Torgelegten drei 
Gleichungen sowohl cos^ als sin^, so ergiebt sich die Gleichung: 

x{a'V'^a''b')'^y(ab''^a"b) + z{ab'—a'h) = 0, 
welche die Ebene vorstellt, in welcher die Gurre sich befindet 

Aufgabe 3. Man untersuche ob die Curve, deren sämmtliche 
Puncto durch die drei Gleichungen 

jp=a + *' + ^^ + rf''> 
y z=: a'^b't + c't* + d't\ 

gegeben sind, eine ebene sei oder nicht. 

Verschafft man sich hier ebenfalls die Werthe von x^ y\ z'j x'', 
y'^, z"\ x% y'"^ z'"y und substituirt sie in die Bedingungsgleichun^ 
so bleibt, wenn man die Theile, die sich wechselseitig aufheben, weg« 
läist, folgender Ausdruck: 

der verschwinden muls, wenn die Curve eine ebene sejn soIL So lange 
aber der letzte Ausdruck einen von der Null verschiedenen Werth hat, 
wird die Curve von doppelter Krümmung sein. 

Es wird z. B» die Curve, deren drei Coordinaten irgend eines Punc* 
tes durch die Gleichungen 

ir= ö + ^ + 2^ + 3^', 

z — c''+7f + 8^ — 27«' 

vorgestellt werden, eine ebene sein, denn durch die hier speziell an» 
genommenen Werthe für b^ Cy d^ h' etc« wird der letzte Ausdruck 
gleich Null. 
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III. 

Es bleibt noch eine Art übrig» wie eine Curve als gegeben ange^ 
sehen werden kann» nemlich durch zwei Differentialgleichungen» die erst 
integrirt werden müssen» um nach Paragraph I. untersuchen £u können» 
ob sich die Curve auf einer bestimmten Oberfläche befinde oder nichL 
Wer aber mit dem gegenwartigen Zustande des IntegralcalQuls bekannt 
ist» dem wird es lieb sein cu sehen» dafs diese Eigenschaften der Curven 
sich auch unabhängig vom Integralcalcul finden lassen. 

Wir könnten hier wieder die Untersuchung allgemein für alle Flä- 
chen auf einmal vornehmen » der Gegenstand gewinnt indessen an Deut- 
lichkeit» wenn wir die Untersuchung blofs für die Ebene anstellen. Es 
ist dann ein Leichtes» dieselben Betrachtungen für beliebige Flächen an- 
zustellen. Uebrigens ziehe ich darum diese besondere Untersuchung vor» 
weil sie es ist» welche in practischen Fällen am meisten vorkommt. 

Es stellen 

(p (z» X, xO = 0» ^P(z» y» yO = 

die Differentialgleichungen der Curve vor» so wie 

ax + *y + ^^ + l = 
die Gleichung der Ebene» in welcher die vorgelegte Curve liegen soll. 

Nun denke man sich die Integrale der beiden vorgelegten Gleichun- 
gen durch folgende zwei Reihen dargestellt: 

X = X + X'. + x",4 + > i-^ + x-y^, + etc. 



-g» O . -1 . O ^^ 



in welchen x» x' etc., y» y' etc. die Werthe von x» x'» etc.» y» y' etc. 
für den Fall» wo ;:=:0 ist» vorstellen. 

Nimmt man die ersten» zweiten und dritten Differentialien dieser 
Reihen» so ergeben sich folgende Gleichungen: 

x' = x' -f x^'z +x'''o + ^"TTO + ^^^-^ 



*a o «3 



x" = x" + x"'z + »■' £72 + *' 073 "^" ^^'^' ' 

48^ 
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y* =/ +/'^+y"'o + y"i:o +***•' 



z* 



j" = y" + y'"z + y- j^ -f^ y- j-|^ + etc., 



z* . •.. «« 



Nui^ mufis mach d«m in Paragraph L VorgetrageBen, die Gleicliuiig 

für jeden Werth von z Statt haben ^ damit die Curve eine Ebene sei. 
Es bleibt also nichts übrig, als aus den letet^n Gleichungen sich durch 
Multiplicalion den Ausdruck x"y'"— y"x'" 2u verschaffeni, und diesen 
gleich Null für jeden Werth von z z\k setzen. Die Folgerungen die hier- 
aus entstehen y werden die Bedingung in sich schlielsen^ unter wekher 
eine Curve eine ebene sein kann» 

Bildet man nun »''y'" — yosf'% so hat manr 

• • «e od oo o« oo 60^00 ^ft 

Damit der Theil dieser Gleichung» welcher eine nach z fortgehende Reihe 
ist, für jeden Werth von z verschwinde^ wplches die nothwendige Be- 
dingung ist, damit die Curve eine ebene sei, müssen folgende Gleichun- 
gen, ins Unendliche fortgesetzt, bestehen: 

• o oc 00 eo oo eooo 00 

x'/y''/.^'V"=0; x'y^— y^'x^==0} x'^—y'V+x'^y"'— jr^x^'^ssO; etc. 
eder, wie maa sich leicht überzeugt, die mit ihnen identischen 

wo nemlich unter (x''/''— /'x^'O^J {x'y"—y''x''y^, etc. das erste, 
sweite, dritte etc. Differential von x'^y"' — y'^x''', nach z, verstanden 
wird, und in welchen Ausdrücken > nach der Differentiation^ ssso ge- 
setzt wird. 

Man sieht also, dafs, wenn eine Curve eine ebene sein soB^ und 
x'^jr'^ — y*^OEf" kürzer durch oir vorgestellt wird, wo » irgend einFonc- 

tionsieichen hedeutet,^ 

• e • • 

mz = Of m'z = a, m^'z = 0, ^'" z z=, Of etc. 

sein mufi^ d* h. es müssen die Function ^z und ihre sämmtlichen Diffe* 
rentialien nach z, gleichzeitig mit z verschwinden» 



Raabtf Eigenschaften der Curven, die sich au/ hestimmien Oberflächen befinden» 377 

Bevor wir unsere Felgerungen fortset2ei»| ist folgendes Theorem 
aö'tliig. 

Wenn eIneFunetion einer Variablen, sammt ihrenDif- 
ferentialien nach derselhenVariahlen^ für einen und densel« 
ben Werth der Variabein rerscbwinden^ so mufs die FunQ«> 
tion auch für )ede» a&dern Werth derVariabeln yersehwin* 
iexkf d» h» sie mufs identisch Null &eiiu 
Es sei diese Function von der Form 

A + Bz + Cz^ + Dz^ + Ez"" + etCf 
sa mufs man, vermöge der Bedingung, wenn a der Werth der Variabebi 
ist, der sowohl die vorgelegte Function, als auch ihre sämmtliche Oi£- 
ferentialien auf Null reduzirt, folgende Gleichungen haben t 

0= ^+ Ba+ Cö» + Z>a'-|. etc. 
0= B + aCa + 3Z>ö*+ etc. 
s=s2C + 62)ö-|- etc,^ 
etc. etc. etc* 
Es ist aber aus der Theorie der Functionen bekannt, dals die leti* 
ten Gleichungen nur dann zugleich bestehen können^ wenn a eine va» 
nable Grölse vorstellt ^ und in dieser Voraussetzung mufs man haben: 

^ = 0, B z=z 0^ C = 0, D=i o etc-^ 
d. h. die Function muls identisch Null sein. 

Dieses vorausgesetzt^ sieht man, dals die Bedingungsgleichung^ da- 
mit eine Curve von der Form 

<P(z, X, x') = 0, v^(z, y,/> = a 
eine ebene a^j, folgende einzige sein mufs: 

für Jeden Werth ven z. D. h«, wenn man aus den zwei vorgelegten 
Gleichungen der Curve x^ durch z und x und y^ durch z und ff und 
dann ac'^, x''' und y'% y"^ als Functionen von Zf x und z, y ausdrückt 
und die gefundenen Resultate in die letzten Gleichungen substituirt^ so 
muCi man eine identische Gleichung erhaltem 

Sind die vorgelegten Differentialgleichungen der Curve von der 
zweiten Ordnung, z. B* 

(p(z,x,x^x'0 = 0, ^(^y,/,/0 = 0, 

so bestimme man xf^ und y^^ als Functionen von 2, x, x^ und z, y, y', 
und substituire die gefundenen Resultate in die oben aufgestellten Bedin* 
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frnngsgleichungen ; wird dadurch das erhaltene Resultat identisch Nul)> so 
ist die Gurve eine ebene ^ im entgegengesetzten Falle ist sie von doppel- 
ter Krümmung. 

Oder auch» man berechne zuerst x^^y j" als Function von Zj Xy x' und 
Zj Y$ y% und hieraus x''', xT, y^'', y ebenfalls als Function von Zy x, «' 
und z, jy y'y und substituire die gefundenen Werthe in die Gleichung 

oder in die mit ihr identische Gleichung 

Geschieht dadurch der letzten Gleichung Genüge, so ist dieCurve eben» 
in jedem anderen Falle ist sie von doppelter Krümmung. 

Aehnlich ist das Verfahren» wenn die Differentialgleichungen der 
Curve von der /zten Ordnung sind» indem man 

bildet; dieser Ausdruck wird Glieder haben, die /"+^ x<'^^ /"+*^ x^"^^ 
enthalten» die man dann aus den Gleichungen der Curve durch Zy jr» j\ 
j"y . • . • y*^ und z, X» x'y x"y . . . • x^'*^ ausdrückt und die gefundenen 
Resultate in die Bedingungsgleichung substituirt; geschieht ihr dadurch 
Genüge^ so ist die Curve eben» in jedem andern Fall ist sie von doppel« 
ter Krümmung. Einige Beispiele werden das Verfahren erläutern. 

Aufgabe L Man suche ^ ob die Curve» deren Differentialglei- 
chungen sind: 

(x~^z) — (x'— ^(c*-.z«) = und Cr— Äz)— (/ — o)(c«~z*)=:o; 
eine ebene sey oder nicht. 

Hier ist 

x' — A 



f s sc '^^'^u^ z 



c»— c» * 






und 



X _. ^~ — — j 









v"' = 0— «-i)(l+2c' + 6z4.6z') 

Also x"y'" ^=zy"x"'f daher ist die Curvö eine ebene. 
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Aufgabe 2. Man bestimme ob die Curve^ deren Dififerentialglei- 
chuDgen von der zweiten Ordnung sind^ nemlich 

x'Xd'—z^)—(x'—x'z)(l+2z)^0 und /'(c»— z*)— (y*— y*Ä)(l+2z) = 0, 
eine ebene sei oder nicht» 

Man suche aus diesen Gleichungen ^^ und y^\ so hat man: 

c»— z* ^ «*— z* ^ 

lueraus finde man x^'^ und y^^^ so hat. man: 

Da hier a:'y = y"a?''^ ist, so ist die Curve eine ebene. 
Oder man bestimme noch x'"^ und y*^, so hat man: 

^^ (x—x^z){c^—2c*z — 16c^z^ — 2z^ + i2z*+8z^) 

^ (c»— z»)» [ ' 

_ (r-r'^)(c»-2c«z— 16c>x^-2:s» + 12z^ + 8z^) 

Diese Resultate in 
oder in 

•ubstituirt^ reducirt sich die letzte Gleichung auf Null, daher ist die» 
Cunre eine ebenem wie vorhin. 

Aufgabe 3. Man bestimme ob die Curve, deren Differentialglei- 
chungen von der ersten Ordnung sind, 

(x' — jf)(x — Jz) — B =0 und (y'~ö)(y— öz) — Ä = 0, 
eine ebene sei oder nicht 

Aus diesen Gleichungen ergeben sich folgende: 

x' — A = -p- und r' — a 



-J^ UHU J — ■♦ — *- , 

X — ^« ^ y — ac 



y- = 






-\a> 



(X — -^«>» -^ (r — «=)'* 

Da hier x"y"^ — y"xf" nicht identisch Null isl^ so wird die Curve, 
wenn man die vollständigen Infegralien der verlangten Differentialglei- 
chungen nimmt, von doppelter Krümmung sein. 
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40- 

Ueber den Krünimungshalbiiiesser der Kegelschnitte. 

(Von Herrn Prot Strehtke sq Oanztg.) 



JLlie zur Bestimmung des Krümmungskreises der Kegebchnitte nothigen 
Stucke werden entweder durch die Differentialrechnung oder die An- 
wendung des Unendlichkleinen gefunden j man kann aher durch die ge- 
wohnlichen analytischen Hülsmittel ea denselben gelangen ^ wenn man 
guvor die allgemeinere Aufgabe auflöst: 

Die Coordinaten des Mittelpuncts und den Radius des Kreises su 
finden^ welcher durch drei gegebene Puncte eines Kegelschnittes geht. 

Auflesung. Wenn x und y die auf einander rechtwinkligen 
€>eordinaten eines Punctes in dem Umfange eines Kreises heseichnen, p 
und f die auf dasselbe Azensystem bezogenen rechtwinkligen Coordina- 
ten des Mittelpuncts dieses Kreises rorstellen^ und r dieses Kreises Halb- 
messer ist» so hat man bekanntlich: 

Da nun der Kreis durch drei Puncte gehen soll^ deren Coordinaten 
wir durch p^, ß 

beceichnen wollen« so hat man nach einander die Gleiehungen: 

r« = (« -;,)• + (ß -y)«, 

f* = (*'—/»)' + (ß' — 9)\ 

welche zur vollständigen Bestimmung der gesuchten Grölsen p^ 7, r hin- 
reichen. 

Wenn man die erste Gleichung von der sweiten und dritten ab- 
zieht, so erhält man» nachdem die er^te der erhaltenen Gleichungen durch 
0C •— a\ die zweite durch a -*- ct^^ dividirt worden: 

Um 
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Um nnn diese Gleichungen für die Kegelschnitte einzurichten^ hat 

ß ß/ ß^ i^/» 

man nur nothig, für _ n * + ^^ _ , ■ u. & w. ihre durch die 

Gleichungen der 3 Kegelschnitte ausgedrückten Werthe jni setzen. 
Wir machen den Anfang mit 
der Ellipse. Wenn a die rem Mittelpuncte der ElHpse auf der 
greisen Axe 2a gezählte Abscisse, ß die auf der kleinen Axe 26 vom 
Mittelpuncte gezählte Ordinate bedeutet, so hat man bekanntlich: 

Jim 

Wird aber — =cos^ gesetzt, wodurch ^ = acos^, 

so wird ß =: & sin (p. 

Ein zweiter Punct, dessen Coordinaten a% ß\ läfst sich für die 

Ellipse eben so allgemein durch 

a^ s= o cos<p^, 

ß' ss: b sin 9\ 
ein dritter eben so durch 

a'^ = ff cos p^', 

ß" = b sin^' 
bezeichnen« 

Diese Coordinaten -• Ausdrücke geben 

« + «'= Ä(cos(p-J-cos^O> 
'''" ^'^ — — — (cos (p + cos (pO- 



a — a' a 



Die Gleichung (1) wird demnach für die Ellipse: 

(J) 2/) — — .oot^^i^.y == 5^^-^^ 

die Gleichung (2.): 

(B) 2;> — ^.cot2±2!^^y = ?!.z:A!.(cos^H-cos<p") 

Wenn man die Gleichung (B) von (A) abzieht, so erhäft man 

— 2» »gm ^ T^^ .sin^ ^ 



y,-|-y/ . 9+V" « 2 2 



a . sin — 4^ — . sin 



^ = — ^-j — .sin^^^y->sin ^ ^^ >sin^-^-^. 
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Setzt man diesen Werth für ^ in die Gleichung {jf) oder (JB^^ so erhält 
man nach einigen leichten Reductiohen; 

p == >cos^--^^.^cos y ^^ ~sin ^^^ ,8in ^^^ j . 

Mach der Berechnung dieser Ausdrücke findet man r durch die Gleichung 

Zwei hesondere Fälle dieser Aufgabe verdienen eine genauere Be- 
trachtung. 

1) Nimmt man an, daß <p^s=(p^ so erhält man offenbar in den 
obigen Coordinaten- Ausdrücken die Bestimmungsstücke desjenigen Kreises, 
welcher die Ellipse in detn durch die Coordinaten acos^^ isin<p be- 
stimmten Puncto berührt, und dieselbe in dem durch die Coordinaten 
«cos^^^ £sin^^^ gegebenen Puncto durchschneidet. Dadurch yerwandeln 
sich die obigen Ausdrücke für j und p in folgende: 



•~Ä= 



h 

cos* ^r^— . cos ^. 



2} Am meisten verdient der besondere Fall Beachtung, da man an- 
nimmt, daDs die durch die Coordinaten acostp'^ bs\n(p'y acoB<P^% bBin<f>^- 
bestimmten beiden Puncto mit dem Puncto zusammenfallen, dessen Coor- 
dinaten acos^ und Asin^ sind« Man gelangt dann £U dem Kreise, wel- 
cher sich in diesem Puncto am genauesten an die Curve anschlielst, oder 
SU dem sogenannten Krümmungskreise« Da für diesen Fall ^^'s=^'s=^ 
ist, so wird 

f = •.— .sin(p% 



6 



cos (ß\ 



Wenn man den Radius des Krümmungskreises mit R bezeichnet, 
so hat man, da r* =(*—/>)*+ (ß — 7)': 

Ä* 8B (öcos(p— 2^^^.cos(p^) + (Äsin(p + 5^^ 
= («•siniP' + i'cosipr. {S^p + ^) 

(g^sin y* 4" ^* <^^ y *)* 



9 



(g* sin y*4'^* ^^ V^Y 
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Wir übergehen die Vergleichung dieses Ausdrucks mit dem für die 
Normale, deren Gleichung in {ji) enthalten ist^ wenn man darin (p^=i(p 
setzt« Die Gleichung der Normale ist hiernach 



p 00t<p.^ 'ssi «COSip. 



b 



Für die Hyperbel, deren Mittelpunctsgleichung y",=t —(x* — «•) 
ist, setze man « = — : — , so ist ßs=Ä tg^, 



Dnrch die Anwendung dieser Goordinaten- Ausdrücke wird 

i — 4 SS ~ cos ^v-^z yn ^ T^ ^ , 

a4-a^ = a( 1 ;), 

• \COSip ' €08^'/' 

a — a' a Vcos qp "^ cos y V * 

Die Gleichung (1) wird demnach für die Hyperbel folgende: 

(i; a/^-r ^> y^^/*?' ^ \c0s7? ' cosy'/ " 



sm 2 



die Gleichung (2) wird: 






^'" 2 



Wenn man die Gleichung (II) von (I) abzieht, so erhält man 



iCOS ^ ,, ^ ' C03 



v—vü] 



sin ^' am — ^ 



) 



Durch eine leichte Zusammenziehung erhält man hieraus: 

_£:. __ :—-■ = — -2. ■ .8in-^-^.sin-^r-^:cos^'.cosO^', 



sm •- ~-=- . sm - 2 
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folglich 

ci^ y + y' sin 2^52 sinSl'tS? 

flr rss — — — , — ^ 

' b cos f> • cos q^' • €08 7'^ 

Nachdem dieser Werth für ^ in die Gleichung (1) oder (II) gesetzt 
worden^ erhält man: 

y — ^ 

P = — -^- — • — :;;; — ::7":::T:;;;:r7Wn-^^-V^ 

^ a cüs <p . cos fp\ cos qp" \ 2 2 ' ^ 2 / 

Fallen die drei Puncte der Hyperbel in den zusammen, dessen Coor« 
dinaten — ^ und itang^ sind, so ist ^''==(p'=^, und 

9 — y-^tangip', 

'^ n.cosy' 

Bezeichnet R den Krümmungshalbmesser der Hyperbel für diesen 
Punct, so findet man durch Anwendung dieser Ausdrücke auf die Glei- 
chung r» = («—/>)• + (ß— y)*: 



R =: 



a6 

Für die Parabel ist unter Voraussetzung der Goordinaten-Ausdriicke 

ß* = mxy 
ß'* = mct\ 
ß"* = TW «'': 



7" -Ä /?!• 



folglich 



^^Z^ + y-a + y-a^ -y = « + a' + OT, 



Nach der Auflosung dieser beiden Gleichungen erhält man: 
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Fallen die beiden, durch die Coordinaten 

bezeichneten Puncto^ mit jenem Puncte zu5ammen, dessen Coordinaten 
Of /*(«/7i) sind, 50 wird: 

/> = — 2 

Bezeichnet R den Krümmungshalbmesser far diesen Punctj so er« 
hält man durch die Ausdrücke von f und pt 

pt _ (m + 4tt)> 
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41. 

lieber die Functionen welche der Gleichung 

^0? + ^y =: ^{xfy + yfx) genugdiun* 

(Von Herrn N. H. Abel.) 



IJev Gleichung 

4>^ + <Pr = ^(*/r + j^A) 

wird genug gethan^ wenn 

fy =3 iy und (px = %^x = logx 

ist. Denn dieses giebt: 

log« + log/ = logj?y} 
desgleichen, wenn 

fy s= /•(! — /•) und (pa? aa \^j: 5= arcslnx^ 
welches 

aro sin x + arc sin jr s= arc sin [x /*(! — /•) -|- / /"(i — ar*)] 
giebt 

Es wäre möglich, dals ihr auch noch auf andere Weise genug ge- 

(han werden konnte. Dieses soll untersucht werden. 

Man seixe der Kurse wegen 

so ist dio gegebene Bedingungsgleichung folgende: 

1. <px + ^y = \^r. 
Difierentiirt man diese Gleichung nach x und nach jr, so findet man, 
wenn man sich der Lag ran gesehen Bezeichnung der Differential -Coef- 
ficienten bedient. 

Diese Gleichungen geben, wenn man die Grölse \|/V eliminirt, 
Der Ausdruck ton r aber giebt: 
also wenn man substituirt, 

3. <P>.(/r+rA) = r*.a*+*/'j)- 
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Man gebe nunmehr der veränderlichen GröDie / den einseinen 

Werth 0> welches erlaubt ist, weil x und y von einander unabhängig 

sind, so findet man in (3.)» wenn man der Kürze wegen 

<pO = a^ /O = a, /O = ä' 
setzt: 

aa — <p'x(Jx'{'a/x) s=ä o, 

woraus auch, wenn man jr statt x schreibt, 

«« — <P'y{fy + d'y) = 

folgt. Diese beiden Gleichungen geben 

4. ffl'j: s= ^ ^^ , ■ und (p'y = > ^** , , 
und wenn man, nachdem -g^ statt ^^j; gesetzt worden, integrir^ 

5. ^x = öÄ^-^rr-- 

Die Function <px wird auf diese Weise durch /x bestimmt Es kommt 
also nur noch darauf an, fx zu finden« Setzt man in die Gleichung (3.) 
statt (p'x und (p'y die Ausdrücke dieser Functionen (4.), so findet man, 
nachdem reducirt worden: 

6. (/* + «»'»)C/>+^/x) — C/>' + »'^)(/« + a//) = 0, 
und dieses giebt, wenn man die Factoren multipllcirty 

oder 

8. :c{ct'fy^fyfy^a,'yfy)-^y(t,t'fx-^fx.f*'-afxfx) = 0, 
oder, wenn man mit xy diyidirt, 

9. ^{^'SySyry—o.'yry) — Uo!fx--fxfx—a*xfx) = o. 

Die Grölsen x und/ sind aber von einander unabhängig; also kann 
diese Gleichung nicht anders Statt finden, als wenn 

^i^'fy—fyfy—o^'yfy) = ^Wx-fxfx-^ttfxfx) = Const ist 

Es sei also 

10. —{fiffx — fxfx — afxfx) t=: m, 

X 

so erhält man: 

!!• fx(Jx-\-citfx) '\'(mx — a'/r) == 0. 

Durch j3iese Gleichung wird die Function /r bestimmt. Sie kann inte- 

grirt werden, wenn man 

fx :s^ x^z 
setzt. Denn alsdann ist 
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fx. dx 53 zdx^ xdZp 

und man findet^ wenn man aubstltuirt, 

(zB X'{- X d z) (x z -^^ OL* x) + (jnX''^ot/xz)dx ss 0^ 

welcheSi wenn man mit x dividirt^ 

{zdx'{'xBz){z^\^a')^ {m-^cif z)Bx = 0, 
oder 

[z(z+ÄO + /n— a'4:]5r + arS4:(r + Ä0 = 0, 
oder 

(z' + /w)9a: + ;röz(« + «'} = 0, 

oder, wenn man mit 4r(js' + m) dividirt, 

a^ _ dz{z^a^ 

giebt. 

Hiervon ist daf Integral 

/££ ^_ Pzdz //LiL- 

Es sei 

W S3 Ä*| 

SO ist 

also wenn man substituirt und eine willkürliche Constante c hinzufügt, 

logc — logx = J log(z»— n») + ff^Iogf^, oder 



2n^^z-{-n} 



woraus folgt: 



l«gir = >o«[(.'-»')».(f^:)"]. 



Es war aber/a:= otä» Also ist x=-^, und folglich, wenn man «ub- 



. • . • 



stituirt: 



X 



X OC \fx-f'HXt 

oder, wenn man die 2nten Poteosen nimmt: 

12. c- =1 (Jx — n x)-^', r/x + n x)— '. 
xäO giebt c = c(| weil/o = Ä war. 



Diesea 
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Dieses also ist die Gleichung, von welcher die Function fx abhängt 
Sie ist niclit allgemein auflösbar, weil n und oJ zwei unbestimmte Gro- 
Isen sind, welche selbst imaginair sein können. 

Die Gleichung (12) drückt die allgemeinste Form der Function /j; 
aus, und es lälst sich zeigen, dafs sie der gegebenen fiedingungs- Glei- 
chung allgemein genug thut In der That entspricht die Function fx 
der Gleichung (110 9 ^^^ ^^^ ^^^ Form der Gleichung (9.) sieht, man, 
dafs sie auch dieser genug thut. Aber die Gleichung (6.) ist die Glei« 
chung (9.) in veränderter Gestalt. Also thul fx auch der Gleichung (6.) 
genug. Aus der Gleichung (6.) aber findet man die Gleichung (3.)> 

wenn man <p*x = ^ ^ ^ setzt, und die Gleichung (3.) giebt, wenn 

man xfy + yfx s= r setzt : 

Integrirt man diese partielle Differential -Gleichung nach den bekannten 
Kegeln, so findet man: 

r = F((px + (Pj), 

und hieraus 

(px-|-(py = 4^r, oder 

(px -f- (pjr = ^(xfy +7/X), 
welches die gegebene Bedingungs* Gleichung ist. 

Es ist noch übrig die Function "^ zu finden. Zu dem Ende sei 
jr = 0, so findet man, weil /o = a, 

(px fi= ^{ot,x) — (pO, 

sc 

oder, wenn man — statt x setzt, 

Zusammengenommen findet man also, dafs die allgemeinsten Formen 
der Functionen, welche der Bedingungs-Gleicjiung 

genug thun, folgende sind: 

<P' = °'ff^^^ ""* 
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wobei/» von der Gleichung 

a*'* = (fx ^nxy-^' (Jx + nxT^' 
abhängt 

Es sei 2. B« 

n — « — iTf 

so ist 

a ^= fx — Ix^ 

also 

/r 2= «+ |ar, 

und folglich 

(px = öÄ/jTijr^ = ÄÄlog(Ä+x) + *, 

^X=^0 + ^(-^)=:2*4-ö«log«+flf«Iog(«+j) 
WO 

Die Bedingungs- Gleichung giebt also 
*+««log(a+x)+*+iy«log(a4^)==2i: + calog[a«+j:(Ä+4y)+^ 
welches in der That zutrifft, denn beide Theile dieser Gleichung redu- 
ciren sich auf 

Die Function <Px wubde oben in der Form eines Integrals gefun- 
den. Man kann auch für dieselbe, vermittelst der Logarithmen, einen 
endlichen Ausdruck finden, wenn man die Function /x als bekannt an- 
nimmt» Es sei nemlich 

/jr4- /ij? = V und fx — nx = /, 
so giebt die Gleichung (12.) 









0^ s=z V"^'. i"+"' 


also 






r-^ s «•«. t/»'-*. 


und folglich 








Nun ist 










fx \ 


= 4 


(f; + und /IX == 4(i; — t), 


also ist 






vt a'—n 






A 


s= |t;--|a"+«'.t/''-+*, und 






X 



Dieses giebt, wenn man differentiirt: 
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en «n 



(4 i * __5_1_\ 

2/1 ^/i(a-|-/i) / ' 

desgleichen findet man 

/j; + «'a: = [i^£jv^{\-Qo,^'.'M, oder 



St ftTI 



/, + «'. = („+.o44-5;f^«*'.„-..4.)„, 






welches^ wenn man integrirt, 

giebt^ wo c eine willkürliche Constante ist. Setzt man also für v sei- 
nen Werth /x + /2ap, so findet man 

13. (px = ^q^ log(c/2x +r/x).] 

In den beiden Fällen^ a^= oo und /z = 0, bekommt die Function 
/x einen particulairen Weith. um denselben £u finden ^ muls man auf 
die Difierentialgleichung (11.) zurückgehen. 

Es sei zuerst ^ ^ 

Fl SS 0» 

so giebt die Gleichung (lt.), weil m=z — n*: 

fx(fx+a's) — a'fx = 0. 

Es sei 

fx = z.x, 

_ 3z _ ,8x 



so findet man 

dx 


z* 


wovon das Integral 




log c + log X = 


~logz + 



logz + -^ oder log(c?:Jx) = -^; 



fx 

oder, weil x = - — war, 

' X 



cc'x 



logc/r s=r -TT- oder a^x =/j:log(c/x) ist 

Für x = ist OssÄlogca, also ^«=1 und 

_ 1 

also 



a^x 



/a:Iog(^^) oder 



14. .- = (^^^^ 
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Diese Gleichung also bestimmt fx für den Fall, wenn /i = o ist Die 
Gleichung (13.) giebt für diesen Fall 

<px = -log cfx = i.logc« + l.Iog(^), 
mithin, weil zu Folge (14.) log"^ == %^ ist: 

15. ,px = !^+^. 

Ferner ist 

16. +, = ^o + *(^) = 2iM£f+ « . 

Die gegebene Bedingungs- Gleichung also ist: 

lege« I. ü j. iogca I _r. — i ^^Qg^^ i A^fx+yf^ i. 

das heilst, es mul)i 

17. «/(2^2:±2^) = /,yy 

sein. 

Um diese Gleichung zu untersuchen, wollen wir statt x und y ihre 

Werthe aus der Gleichung (14.) setzen, nemlich ^ log (— ) und 
Dieses giebt: 

wenn man der Kürze wegen 

19. J ^ ^ = r 

setzt. Es folgt daraus: 

2log« + los V ~ log(/a?/y). 

Aber zu Folge der Gleichung (14.) ist 

f fr a'r 

also erhält man, wenn man substituirt, 

20. 2 log « + -^ = log (/*//). 
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Da aber fr = <^^^ war (18.), so ist, vermöge (19.), t-^— 1 = r, 

•Iw ^^los(f^), folglich in(20.)Milog« + log(-^) = lo5(/*/r), 

welches, wie leicht zu sehen^ wirklich der Fall ist. 
Es sei ferner 



a' = oo. 



Schreibt man in diesem Fall die Gleichung (11.) wie folgt: 

SO ist klar, daCi sfx — fx = sein mufs, wenn m endlich ist Also mu& 



sein. 

Ist 

so ist 

Es sei 
so erhält man 



i^p— = — oder jx = ex 



m ^=: '^ pof^'y 
xfx — px — /x = ©• 

fx 5= XZy 



«(xöz + z5a?) — (pX'—xz^dx = 0, oder 

xdz = pd^f 
fx 

also z = plogcx =s - — y und folglich 

fx =: pxlogCX. 

Um <px za finden, substituire man diesen Werth der Function fx 
in die Gleichung (3.) 9 so erhält man, weil fx ^=^ plogcx '{- pe ist: 

9'y{py^^z^y'Vyp^^i^^'\'P^y) — (p'x{px\ogcx'\-xp\of^cy'\'pcx) = oj 

also wenn man mit />(logc*xjr + c) dividirt, 

yi'y — xp'x =^ Oy 
folglich 

x(P'x = * und a(Px = ^^, 

X 

mithin 

(Px zLz k 10^; /n x« 

Die gegebene Bedingungs- Gleichung geht also in 

klogmx -];- klo^my = '4^{xpy\ogcy '{^ ypxlo^cx)^ 
oder in 

klo^m^xy = yj^ (pxy log c^xy) 

über, oder wenn man 
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pxylogc^xy = r und xy 'ssz v 

setzt, in 

\Jjr =1 k log m^ V. 

Durch das Verfahren , welches hier oben die Functionen gab^ die 

der Gleichung 

(f)x + (py = ^p(xfy+yfx) 

genugthun, lassen sich auch die unbekannten Functionen in jeder andern 
Gleichung mit zwei unabhängig veränderlichen Groben finden. In der 
That lassen sich durch wiederholte Differentiationen nach den beiden ver- 
änderlichen GröTsen, so viel Gleichungen finden als nöthig sind, um be- 
liebige Functionen zu eliminiren, so dafs man zu einer Gleichung ge- 
langt,- welche nur noch eine dieser Functionen enthält, und welche im 
Aligemeinen eine Differential- Gleichung von irgend einer Ordnung sein 
•wird. Man kann also im Allgemeinen alle die Functionen vermittelst 
einer einzelnen Gleichung finden. Daraus folgt, dafs eine solche Glei- 
chung nur selten möglich sein wird. Denn da die Form einer beliebi- 
gen Function, die in der gegebenen Bedingungs- Gleichung vorkommt, 
vermöge der Gleichung selbst, von den Formen der andern unabhängig 
sein soll, so ist offenbar, dafs man im Allgemeinen keine dieser Functio- 
nen als gegeben annehmen kann. So z. B. könnte der obigen Gleichung 
nicht mehr genug gethan werden, wenn fx eine andere als die gefun- 
dene Gestalt hätte. 
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42. 

Aufgaben und Lehrsätze, 

erstere aufzulösen, letztere zu beweisen ^). 



1. 

(Von Herrn L. Raahe zu Wien. ) 

67. A.ufgabe. Die Zahl und Form der Bedingungs- Gleichungen zu 
finden, welche Statt finden müssen, damit n gerade Linien im Baume 
einen Punct gemeinschaftlich haben. Für zwei gerade Linien im Baume, 
deren Gleichungen 

Äs=öz-f-Äf y = ^^ + ß> 

sind, findet nur die einzige Bedingungs- Gleichung 



a — a' a — «' 



Statt. 

GS. Lehrsatz. Wenn drei Kreise von gegebenen Halbmessern 
in einer und derselben Ebene liegen, und von einer und derselben gera« 
den Linie berührt werden, und A bezeichnet den Flächeninhalt des ge- 
radlinigen Dreiecks, in dessen Ecken die Mittelpuncte der drei Kreise 
liegen, i hingegen den Flächen-Inhalt des Dreiecks, in dessen Ecken die 
Mittelpuncte der drei Kreise dann liegen, wenn sie, in veränderter Lage, 
eine beliebige Coordinaten-Aze der x berühren, während ihre Mittel- 
puncte in derselben Entfernung von der auf dieser Axe senkrechten Axe 
der jr bleiben, wie zuvor; i^ endlich den Flächen -Inhalt des Dreiecks^ 
in dessen Ecken die Mittelpuncte der drei Kreise liegen, wenn sie, wie* 
der in veränderter Lage, die Coordinaten-Axen der y berühren, wah« 
rend ihre Mittelpuncte in gleicher Entfernung wie in der ersten Lage von 
der Axe der x sind, so ist 
A* = ^' + *"• 

*) Die unter der Uebersckriftx ,|Von AndercD** itehenden Anrieben in dieifm Bande des 
Joarnals find von dem Hemoigeber eufj^eselst. Er bat ibnen die Ueberscbrifl: „Vom Heransge- 
ber'* deshalb nicht gef^eben, weil es möglicb wäre, dafs ihm, ohne dafs er sich dessen noch er- 
innerte, die Idee so dieser oder jener Aufsähe dnrcb irgend ein Buch, oder im Gespriche milge« 
theilt sein könnte, und er der Mögh'chkeit» sich etwa unbcwufst fremde Ideeen zuzuschreiben, ent* 
eieben W(»llle. Er trat daher die Ideeen tu den Aufgaben, für den Fall, dafs sie Jemand Anders 
schon gehabt haben sollte^ im Voraus ab, und findet sich aufgefordert, solchas eu bemerken. 
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(Von Anderen.) 

69. Wenn fx eine gegebene erste Ableitung^ oder wie man sagt^ 
fx.dx ein gegebenes Differential von der ersten Ordnung ist^ fiir deren 
StammgröTse (oder fiir dessen Integral) sich kein geschlossener Ausdruck 
finden läCst, sondern nur eine unendliche Reihe, so fragt es sich, ob und 
wie sich erkennen lasse, ob der Werth des Integrals, fiir den einxelnen 
Fall: 07 = 00, unendlich grols sei, oder endlich, oder Null. Der Werth 
selbst der Stammgrölse (des Integrals) für x=ao, wenn er endlich is^ 
wird niciit verlangt. 

70. Wenn s^^ die Summe Ton n beliebigen Gro'Isem a^, a^, 03, » • • 
, . . c„, ferner (^)„ die Summö der Quadrate dieser Grölsen, (^„ die 
Summe ihrer dritten Potenzen u. s. w. bezeichnet, so kann die mte Po« 
tenz der Summe s„j nemlich (^„)"*, durch 

(sX = (Ol. + s 
bezeichnet werden, wo S eine Summe von Gliedern ist, deren keines 
eine Ton den /i Grölsen ^i> ^«^ • • * • ^n allein enthält. EtS fragt sich 
nun, für welche ganzzahlige n, m und v, die GroTse S mit ^^Y auf- 
gehe. Für /2 = 2, 7/1 = 3 und v=l findet bekanntlich ein solches Auf- 
gehen Statt j nemlich (a, + a^' ist gleich 

also hier 4S= 30*0^, + 3a,0j, und diese GröTse geht mit a^-^a^ auf. 
Die Frage ist also, ob /i, m und v noch andere ganzzahlige Werthe ha- 
ben können, als 2, 3 und 1. 

71. a) Welche Gestalt mufs eine ebene Figur von bestimmtem 
Flächen -Inhalte haben, wenn sie so viele als möglich in ihrer Ebene 
sich befindende Puncto unter der Bedingung umschliefsen soll, dafs kein 
Punct dem anderen näher liege, als bis auf eine bestimmte Entfernung, 
und dab der Umfang der Fläche, wenn er krummlinig ist, nicht ab- 
wechselnd convex und concav sei, wenn er aber geradlinig ist, keine 
einspringende Winkel habe; desgleichen, wie müssen die Puncto dann 
gegeneinander und in dem Umfange der Figur und gegen ihn liegen? 

b) Welche Gestalt muls eine Fläche, die einen körperlichen Ranm 
von bestimmter GrÖfse umgiebt, haben, wenn sie so viele Puncto ab 
möglich unter der Bedingung umschliefsen soll, dais kein Punct dem an» 
deren naher liege, als bis auf eine bestimmte Entferuung, und dafs die 

Fläche, 
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Fläche, wenn sie kinimm is(| nicht abwechselnd concav und convez sei, 
wenn sie aber aus Ebenen zusammengesetzt ist^ keine einspringende 
Ecken habe, desgleichen, wie müssen die Puncte dann gegeneinander 
und in der umschlicl^nden Fläche und gegen sie liegen? 

72. Die "Winkel zwischen den Seiten und Diagonalen ebener ge- 
radliniger Figuren werden entweder 1) bloCi durch andere dergleichen 
Winkel, oder 2) auch blofs durch die trigonometrischen Linien dersel- 
ben, ohne die Seiten und Diagonalen zu Hülfe zu nehmen, oder 3) nur 
mit Hülfe der Seiten und Diagonalen bestimmt. Die Fälle anzugeben, 
in welchen besonders das Zweite Statt findet. 

73. Durch welche Seiten und Winkel eines Raum -Vielecks (sphä- 
rischen Vielecks) wird das Vieleck bestimmt? In welchem der verschie* 
denen Fälle ist mit bestimmten Seiten und Winkeln nur ein Vieleck 
möglich, in welchen anderen sind symmetrische Vielecke möglich, und 
in welchen, mit den nemHchen Seiten und Winkeln, mehrere und un« 
zahlige gleiche oder symmetrische Vielecke? 

74w Aus den sammtlichen Seiten eines Raum- Vielecks (sphärischen 
Vielecks) und denjenigen Winkeln, die noch zur gänzlichen Bestimmung 
des Vielecks nöthig sind, und die aneinander liegen mögen, den Raum- 
Inhalt des Vielecks zu finden. 

75. Welche Verhältnisse finden zwischen den Seiten und Winkeln, 
nach den Ecken und nach den $eiten centrischer Raum -Vielecke (sphä- 
rischer Vielecke) Statt? 

76t Wenn man die Zahlen der Dreiecke, Vierecke, Fünfecke bis 
171 Ecke, von welchen Polyeder umschlossen werden können, durch n^, 
fi^y ^sf '•*••• ^m bezeichnet, welche Werthe können möglicher Weise 
773, /I4, /I5, n^ haben? 

77. Den körperlichen Inhalt eines von lauter Dreiecken umschlos« 
senen Polyeders aus den Kanten zu finden. 

78. Welche Verhältnisse zwischen den Kanten und den Kanten- 
und Seiten- Winkeln finden in einem Polyeder Statt, welches von lauter 
Dreiecken umschlossen ist, wenn seine Eckpuncte sämmtlich in einer 
und derselben Kugelfläche liegen « oder wenn seine Seiten - Ebenen von 
einer und derselben Kugelfläche berührt werden, oder wenn das Gleiche 
mit seinen Kanten geschiehet? 
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79. Wenn man annimmt, dafs die Intensität des Lichtes, welches 
ein leuchtender Punct in einem vollkommen durchsichti|;en Mittel rei^ 
breitet, in umgekehrtem Verhaltnils des Quadrats der Entfernung Tom 
leuchtenden Punot steh^ desgleichen, dals, wenn sich ferner der Punct 
in einem unToUkommen durchsichtigen Mittel, wie z. B. der atmosphä- 
rischen Luft, befinde^ eine «weite Abnahme Statt finde, die su der Dicke 
der durchleuchteten Schichten im Verhältnifs stehet: wie viel wird dann 
die Summe des Lichtes betragen, welches der leuchtende Pmict aussen* 
de^ wenn man unter dieser Summe die Summe der Producte der be* 
leuchteten Räume in die Intensität der Beleuchtung verstehet? 

80« Wenn unter denselben Vorausseüsungen wie (79.) noch ange» 
nonmien wird, dals eine curuckstrahlende Ebene, auf welche der leuch- 
tende Punct sein Licht wirft, einen constanten Theil der Beleuchtung 
verschlucke: wieviel wird dann die Summe des direct, und des von der 
Ebene isuruckgewoifenen Lichtes betragen, und in welcher Entfernung 
mub sich die Ebene von dem leuchtenden Puncto befinden, damit die 
Summe des Lichts ein Maximum sei? 
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Einige Nachrichten von Büchern *)• 

V on den so sehr TercUenstlidien ^^Annale$ de maihJmatiques pures et appliqu^e$, oii- 
vrage pMcdique^ tiüigi par Mr. J. D. Gergonne ä Nismes^ chez F. Durand^belle ei 
A Paris chez Bachelier,** Ton welchen monatlich ein Heft, etwa 4 Bogen stark, her-^ 
anskommt, erscheint nun schon der 18te Band oder Jahrgang, und das Werk bat durch 
die ganzen 18 Jahre seinen Werth behauptet Es fällt jetzt an 900 Bogen, tind eat- 
bält ein^i Schatz Ton mathematischen Arbeiten und Materialien und AnJafs zu ferne- 
ren« Die ausgezeichnetesten Schriftsteller, z. B. aufser dem Herrn Herausgeber selbst, 
die Herren Foisson, Kramp, Foncelet, SerTois.etc», haben daran Theil genom- 
men, lind die Wissenschaft ist durch ihre Arbeiten in mannigfacher Beziehung we- 
sentlich bereichert worden. Die Annalen sind über die ganze, dvilisirte Erde verbtei-' 
tet| Ton Petersburg bis Rio -Janeiro und von Stockholm bis Palermo, und genlefsen 
der Terdienten Anerkennung« Dieses ist unstreitig ein erfi^euliches Zeichen der Zeit, 
aber warlich, es* gehört auch ein Mann yon solchem Eifer für seine Wissenschaft, Ton 
solcher ThStigkeit und yon so gründlichen Kenntidssen dazu, einem solchen Untemel^- 
men Schwung zu geben, und es darin zu erhalten, wie der scharfsinnige uod gelehrte 
Herausgeber desselben« Nicht allein, dafs seine eigenen Arbeiten unter die besten des 
Welkes gehören: auch sein Eifer und seine ThStigkeit sind bewundemswerth und un- 
ennüdlich; seine Unpartheilichkeit und Bereitwilligkeit, jedes Verdienst und selbst jedes 



*) Der Hcraoflgeber hat sehr um EnUcbalclifpDit und Verseibung sa biitfn, dafs er in diesem 
JoorDale bis {eist so selten ADzeiccn aod Beurtbeilungen von lidchero gab. Erstlich fehlt es ihm 
darobaus an Zeit, aoch nur das bedeateodere Nene mit derjenigen Aufmerksamkeit zu lesen, die 
nftthiff ist, am ausfäbrlicb daräber au uriheitrn. Er ist wie immer von Geschäften seinos Dien- 
ftea oLerladent die ihm durchaus keine von den Stunden, welche irgend der Arbeit gewidmet sind» Obrig 
lassen. FrAfaer hat er an seinen mathematischen Arbeiten die der Erholung und Huhe gehörige 
Zeit der Abende und Nichte verwendet. Jetst erlaubt ihm dieses der eben dadurch gescnwichte 
Zustand seiner Geson^beit« und besonders seiner Augen, nicht mehr, und so ist es ihm unmöglich, 
iicb inm Critisiren ausaurdsten. Zweitens ist aber auch ein ihm eigenthamlicher, fast unbeiwing- 
lieber Widerwille gegen Alles öffentliche Urtheilen dber die Arbeilen Anderer an der Unterlassung 
Schuld« Dieser Widerwille gründet sich vorsQglich darauf, dafs es ihm nie hat gelingen wollen, 
sich von dem Recht Einselner, sich seihst tu öffentlichen Richtern Ober das geistige Thiin Andei^ 
iu conatituiren, su dbersengen. Ein solches Recht könnte allenfalls nur auf einen Augenschein det 
Natsena der Crttiken gegründet werden: abT der Herausgeber hat nie eiuen »olchen •■ in leuchten den 
üntaen bemerken können. Er glaubt deshalb auch, dafs dieCritik sich fast nur auf Anzeigen von lite» 
rariacben Arbeiten reduciren mdsse, und «lafs wenigstens der Aniefgende, wo er nicht, in das Urtheil 
des Pablicoms einstimmend, loben kann, kein Recht habe su tadeln. Er mag sich jn allen diesem 
Irren; so viel möchte indessen wahr sein, dafs das geringste „Bessermachen** dennoch mehr ndtie» 
alt die Critik, und um so mehr, weil^an Critiken kein Mangel, an neuem Goten dagegen kein Ueberflufp 
Jst. Darum hat er auch in diesem Journal nur alleMdbe darauf gewendet, so viel als möglich Gutes 
und Ndialiches sosammensubringen. Er hat es in dem Maafse getlian> dala, wenn man ea au sagen 
trlaubt, in dieser Beaiehun^ eigentitrh mehr geleistet worden ist, als versprochen war , nemlich da- 
durch, dafs fast keine einaige Abhandlung, wie es sollte geschehen dürfen, blofs dbertragen ist, son- 
dern dafs fast alle, ohne Ausnahme, oricinal sind. Er ho£f^ also mit diesem guten Willen , wegen 
der Versäumung in Rdckaicht der Critiken weniger fadelhsft au sein. Er hat noch immer darauf 
terechnet, dafs ihm Beurtheilongen sugessndt werden würden, allein diese Hoffnung ist bis jetat 
Kb1geschtaj*en. Er bittet aus allen diesen Grdnden um Veraeihong wegen einer Unterlassung, wel- 
cher er sich nicht gut entliehen konnte. Er giebt fetat hier einige Anzeigen, die er mit gutem 
Gewissen niederschreiben kann, nnd wird auch dsmit von Zeit an Zeit, wenn es sein mufs, forlCah- 
ren« hoffend indefs, daff Andere ihn in der ErlAllung dieses Theils seiner Verpflichtungen bei dem 
Journal , der ihm durch allgemeine Gewohnheit aufgelegt wurde , zu unterstdtsen die Gate haben 
werden. 
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Bemühen um die gute Sache anzuerkeoneni ist von einem seltenen Grade. Möge die 
trefllidie Zeitschrifl stets fortblühen, und ihr 'würdiger Herausgeber noch lange die 
Freude genlefsen, zur Verbreitung und Entivickhing einer der edelsten und "widitigslea 
Wissenschaften so wirksam und wesenilidh beigetragen zu haben! 

Neuer ist das .^Bulletin universel des sciences et de Cindusirie, sous kt direcUom 
de Mr. le Baron de F^russac d PariSf^'* welches in S Sectionen die reine und an- 
gev^andte Mathematik in ihrem ganzen Umfange, die Physik, die Chemie, die Naturge- 
schichte, die 6eok>gie, die Medicin, den Ackerbau und die StaatswirthschaA, die Tech- 
nologie, die Geographie, die Geschichte, die Alterthümer, die Philologie und die Kriegs- 
kunst zum Gegenstände hat Die erste Section ist der Mathematik, Physik und Che« 
mie gewidmet, und es erscheint von dieser Section, so wie von den übrigen, monat- 
lich ein Heft Dieses Weik befindet sieh jetzt in seinem vierten Jahrgange. Aber 
auch bei ihm zeigt sich ein sichtbares Gedeihen, und der Eifer und die Thätigkcit des 
Herrn Herausgebers ist unverkennbar. Das Weik enthält nächst der Anzeige von 
Schriüenin aUen Sprachen, zum Theil verbunden mit kurzen Beurtheilungen und Nach- 
richten von den Arbeiten der Acivdemieen nnd einzelner Gelehrten, auch schatzbare, 
kurze Abhandlungen und Aufsätze. Die eigenen Beurtheilungen sind schonend, bleiben 
bei der Sache, und verletzen deshalb nicht, wo sie tadeln müssen. Auch diesem Weike 
ist imstreitig stete Fortdauer und das beste Gedeihen zu wünsdien« 

Der „Barycentrische Calcul'^ vom Herrn Professor MSbius, Leipzig bei Barth 
1826, enthaltend geometrische Untersuchungen, die vom geometrischen Begriff da 
Schwerpuucts ausgehen, ist ein wichtiges deutsches Originalwerk, und vendient alle 
Aufinerksamkeit der Mathematiker. 

Herr A« L. Cauchy setzt heflweise seine f,£xercices de math^matiqueSf ä Paris 
chez de Bure freres " fort. Es sind 19 Hefte en&chienen* Das Werk ist voUer Ue&sr 
analytischer Vntersuchuu^n, wie sie sicli von dem scharfsinnigen und an neuen Ideen 
reidieu Verfasser des ,» Coiirs d^analyse^'*^ der ^^Le^ons sur le calad infinitesimal/^ der 
f^Lefons sur fapplication du calcul infinitesimal a la gJomdtriei etc*^ erwarten lassen. 

Von den ^^Exerdccs du calcul intet^raV^ des Herrn Legendre erscheint eine 
neue Auflage, die noch ge|en die erste sehr bereichert sein soll. Dieses Werk eines 
Veterans aus dem ersten Kange der Geometer wird unstreitig sehr wichtig und um 
so interessanter sein, da der Gegenstand womit es sich vorzüglich beachäfügel , nem- 
lieh die elliptischen Functionen, die Facultäten, die Euler sehen Integrale und was 
diuttit zusammenhängt, in neuester Zeit so sehr die Aufmerksamkeit, und gleichsam 
einen Wetteifer der Alathematiker erregt hat. 

Von Herrn Fourier, dem berülmiten Verfasser der classischen y|TA/ori> de la 
chaleur^^ und vieler anderen gediegenen Arbeiten, ist ein wichtiges Werk über die 
numerischen Gleichungen zu erwarten. 

Herr Professor Grüner t in Torgau ist mit der Vollendung des mathematischen 
Wörterbuches beschäftigt, welches Kl ü gel anfing, Moll weide fortsetzte, dessen 
Beendigung aber beide nidit erlebten. Erst durch die Beendigung, die für ein Wöa^- 
terbuch so vorzüglich wichtig ist, wird dieses^ auch wegen der mit so vieler Gelehr- 
samkeit behandelten Geschichte der einzelnen Theile der Mathematik. schätzbareW eik 
seinen vollen Werth erhalten. 
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